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RESUMO. E descrito um modelo matemético com dependéncia temporal para a transmissdo da dengue
onde sdo considerados a populagdo humana, o vetor mosquito e um tnico sorotipo circulando na populacao.
Este modelo foi analisado com o objetivo de explicar a periodicidade da doenca. Foi utilizado um algoritmo
genético para estudar a sensibilidade do modelo.
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1 INTRODUCAO

Virias doengas de relevancia epidemioldgica apresentam padrdes temporais oscilatérios e pe-
riddicos, relativos a transmissdo da doenca na comunidade, que tem sido associados a fatores
intrinsecos como imunidade, padrdo de contato, taxas de renovagdo e viruléncia, e extrinsecos
como temperatura, humidade e pluviosidade. Dentre as quais, as mais comuns sdo a cdlera, o
sarampo, a influenza e a dengue [1, 3, 9, 11]. A andlise das séries temporais revela que, em
muitos casos, existem picos epidémicos de maior intensidade em periodos mais longos quando
comparados, por exemplo, com as variagdes anuais nas taxas de transmissao. No caso em que a
doenca persiste na populagio, o equilibrio endémico é alcangado via oscilagdes amortecidas, de
maneira que um ruido aleatério persistente ou forcas sazonais mantém estas oscilacdes naturais
observadas no transiente. Quando forgas externas, de pequena intensidade, agem sobre o sistema,
este passa a oscilar com a mesma frequéncia da forca externa, e se hd intera¢do entre o periodo
da forca externa e o periodo de oscilagdo natural do sistema, o fendmeno de ressonancia para-
métrica € observado [7]. A sazonalidade € o tipo mais comum de for¢a peridédica que influencia
na dinamica de populacdes, e pode ser representada através de uma dependéncia temporal dos
parametros do sistema [4].

No caso da dengue, transmitida no Brasil principalmente pelo mosquito Aedes aegypti, € reco-
nhecido que o tamanho populacional do vetor sofre variagdes anuais periddicas devido ao fato
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de que os parametros entomolégicos do mosquito, como taxas de mortalidade, desenvolvimento
e oviposicao sdo fortemente influenciados pela temperatura [12, 13]. Além disso, experimentos
tém evidenciado que o tempo de incubacgao extrinseco do virus, e 0 comportamento do mosquito
também dependem da temperatura; um acréscimo de 2°C pode aumentar o tempo de vida do
mosquito adulto, diminuir o tempo de desenvolvimento da fase imatura e incurtar o periodo de
replicagcdo do virus, resultando em mais mosquitos infecciosos por um periodo maior e, conse-
quentemente epidemias mais grave desta doenga [2].

Este trabalho tem como objetivo propor um modelo para a transmissdo da dengue entre a popu-
lacdo humana e a populacio de mosquito, onde hé a circulagdo de um tinico sorotipo. Este modelo
para parametros constantes foi proposto e analisado por Keeling & Rohani [8]. Aqui, foi feita a
hipétese de que alguns parametros do modelo variam senoidalmente com o tempo, e foi utilizado
um algoritmo genético para explorar o espaco de pardmetros do modelo e encontrar os conjuntos
de parametros que geram os periodos de oscilagdes observados nas séries temporais de dengue,
i.e., 3 a 5 anos. Finalmente, foi analisada a sensibilidade do modelo frente a perturbagdes nestes
parametros [5].

2 MODELO MATEMATICO

O modelo proposto € descrito pelo conjunto de equagdes diferenciais mostrado em (2.1), basea-
do na suposicdo de que os individuos infectados se recuperam, mas os vetores ndo, e no fato
de que os individuos suscetiveis se infectam quando sdo picados por um vetor infectado, en-
quanto um vetor susceptivel se infecta quando pica um individuo infectado. E utilizada a lei de
acdo das massas para modelar a transmissido da doenca entre as populacdes, onde a hipbtese é
que a infeccdo nao encurta a vida do mosquito, e que nao ha mortalidade adicional devido a
doenca na populacdo humana. Estas suposicoes sdo vélidas e condizem com o que é proposto
para o ciclo epidemiol6gico da dengue quando temos a circulacdo de um unico sorotipo [14].
As variaveis S, I, R, Vg, e V| sdo, respectivamente, a populacdo de individuos humanos sus-
cetiveis, infectados, recuperados, populacdo de vetores suscetiveis e de vetores infectados.
Assim,
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sendo o significado e os intervalos de valores dos pardmetros bioldgicos apresentados na
Tabela 1. Na primeira equacgdo, os individuos sdo renovados a uma taxa contante u e se in-
fectam a uma taxa A ao serem picados por mosquitos infectados. Individuos de qualquer classe
morrem a uma taxa p. Na segunda equagdo, os individuos que s@o infectados na primeira classe
passam a esta classe, se recuperam a uma taxa y e morrem a uma taxa p. Para a terceira equacio,
os individuos recuperados morrem a uma taxa (.

As duas ultimas equacgdes do sistema descrevem a dinamica temporal da populacio de vetor; na
quarta equacdo os vetores suscetiveis sdo renovados a uma taxa ¢ (repare que nao sio conside-
rados estdgios da vida do mosquito, assim a taxa de reposi¢cdo serd chamada apenas de taxa de
nascimento), novos mosquitos infectados aparecem a uma taxa ¢ ao picarem humanos infectados
€ morrem a uma taxa /i, . Na ultima equacio, os vetores infectados morrem a uma taxa [, . Para
facilitar a andlise, ndo foram considerados os periodos de incubacdo intriseco e extrinseco do
virus, respectivamente, no homem e no mosquito. Finalmente, H = S+ I + R, i.e., a populagdo
humana € considerada constante, e podemos reescrever o sistema (2.1) em termos das fracdes
de individuos, s, i, 7, sendo s + r + i = 1. A proposta e andlise deste modelo para parametros
constantes € descrita em Keeling & Rohani [8].

Tabela 1: Parametros utilizados no modelo, significado e intervalo de valores [10]*.

Parametro Significado Valores (em dias™!)
uw taxa de natalidade/mortalidade humana 1074 - 107
A taxa de transmissao entre o vetor V; € humano S 0,70 — 1
y taxa de recuperacdo dos humanos 0,080 — 0,25
1) taxa de nascimento do vetor 0,01 — 1,0
) taxa de transmissao entre o vetor Vg e humano / 0,6 —0,9
Um taxa de mortalidade do vetor 0,02 — 0,09

*como estamos considerando apenas a fase adulta do vetor e desprezando os tempos de incubagdo

do virus no homem e no vetor, alguns intervalos de valores foram alterados.

3 SOLUCOES DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE
3.1 Pontos de equilibrio

No equilibrio, ndo hd mudanca no estado do sistema, ou seja, ndo ha mais variacdo em cada
classe. Para encontrar estes pontos, basta igualar cada uma das equacdes diferenciais mostradas
em (2.1) a zero e resolver, via manipulagdo algébrica, o sistema de equacdes ndo-lineares resul-
tante. Tal sistema tem tré€s solugdes possiveis: auséncia do vetor e da doenca, presenca do vetor
e auséncia da doenca e coexisténcia das populagoes, i.e.,

Ey = (1,0,0,0,0)., E2=(1,0,0,£,0) e E3=(s*. i r*, VI V),
Wm
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sendo
. w(ptm L + w2, GL)
AL — 2pum G+ p (wmL + u2 G1)’
o AuSL — meGpLZA
GMSL — pim G?*Ap + o (m L + 2, GA)’
o ML — iy Gui
GMSL — pmG?*Ap + o (m L + p2,GA)’
v GPSLA — i G*Phpt + 0GP (um L + p2,G1)
S NS2Lpt — i GOApE + pm GASL — 112, G2 puh + pum Gt (m L + 12,G2)’
«  OL—punGpu
V, = AT
Mm L — 5, GA
c

G=u+y e L=do¢ru.

Apbs encontrar os pontos de equilibrio, foi feito o estudo da estabilidade local de cada um.
Os pontos de equilibrio, E1, E», E3, correspondem respectivamente a popula¢do humana livre do
mosquito, a popula¢do humana infestada por mosquito sem a transmissio da dengue e populacdo
humana infestada por mosquito com a transmissdo da dengue.

3.2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

O estudo da estabilidade local € feito através da andlise das raizes do polindmio caracteristico,
obtido a partir do jacobiano (J) do sistema (2.1) calculado em cada ponto de equilibrio. As raizes
deste polindmio sdo os autovalores da matriz jacobiana, cuja estrutura é

WV + ) 0 0 0 ~2S
AV —(n+y) O 0 AS
J= 0 y —1 0 0
0 —8Vs 0 —@I+pm) O
0 sV 0 sI ~ lm

Se todos os autovalores desta matriz tem parte real negativa, o ponto de equilibrio € dito estavel,
mas se houver pelo menos um com parte real positiva, o ponto de equilibrio € dito instavel.
Assim,

1. em E; = (1,0,0, 0, 0), o polindbmio caracteristico P(n) é dado por:

M+ W20+ ) +p+y)=0

cujos autovalores sao

nm=-u, m=—(u+y) e nm=—iun.
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Considerando que os parametros do modelo sdo todos positivos, todos os autovalores sao
negativos, o que indica um equilibrio estdvel, ressaltando que esta estabilidade depende da
inexisténcia do vetor, e quando este aparece, 0 ponto se torna instavel.

2. em E; = (1,0,0, /%,’ 0), o polindmio caracteristico P(n) é dado por:

2 rd¢p
4w~ 4 ) | (1 + 1+ y)(0 + pm) — T =0,
m
cujos autovalores sao
n=—K, N2=—HUn
e as raizes do polindmio de segundo grau
2 Ao
n +(um+u+y)n+um(u+y)—u—=0,
m

as quais sdo dadas por:

—(m + G) + \/(um +6)* — 4(MmG - ﬁ—f)
2

n3 =

—(m +G) — \/(um +6)* — 4(MmG - ﬁ—f)

2
Dados que 11, 72 € n4 tém parte real negativa, a condi¢do de estabilidade do ponto de
equilibrio E7, é obtida a partir de 13, supondo 13 < 0. Assim uﬁl G > A8¢ e definindo

4=

YY)

Ry = 2%
1 G

garantimos que a parte real de todos os autovalores referentes ao polindmio caracteristico
sdo negativas se Ryp < 1, e neste caso, o ponto de equilibrio € dito estdvel. Note que o
pardmetro admensional Ry € o nimero de reprodutibilidade basal da doenca e mede o
esforco necessario para o controle da mesma.

E possivel notar que se houvesse apenas um R para a populacdo humana este seria Ro, =

nty

—*_ ¢ se houvesse um para o vetor mosquito este seria Ro, = l‘i—f, € natural que o Ry do
m
sistema seja dado por Ry, X Ry, (alguns autores utilizam /Ro, X Roy) [8].

3. em E3 = (8%, I*, R*, Vg, V[) € dificil obter analiticamente condigdes de estabilidade,
logo a andlise foi feita numéricamente. Utilizando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, a evolugdo temporal do sistema (2.1) foi estudada para diferentes condi¢des iniciais
(S > 0e Vg > 0), diferentes conjuntos de pardmetros, todos satisfazendo a condi¢ao
Ro > 1, e sujeito a perturbacdes. Em todos os casos, foi observado que, se Ry > 1 este
ponto € estavel.
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4 INCLUINDO SAZONALIDADE

No modelo (2.1), quando Ry > 1, o sistema se aproxima da solu¢do endémica com oscilagcdes
amortecidas como mostrado na Figura 1, dada a condigdo inicial (S, I, R, Vs, Vi) =(0,9; 0,1; O;
0,5; 0,5) e o conjunto de parametros u = 0,00004; > = 0,75; § = 0,6; w,, = 0,0302; y = 0,125
e ¢ = 0,8 todos em dias~!. A sazonalidade vista como uma repeti¢io, com alguma pequena
variacdo, das condi¢des climaticas anualmente, é um exemplo de uma forca externa atuando
sobre um sistema [6]. Para entender como a sazonalidade muda a dindmica deste sistema, vamos
supor que alguns parametros relacionados ao vetor variam senoidalmente com o tempo.
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Figura 1: Evolucdo temporal das densidades de humanos infectados e vetores infectados. Caso
em que a doenca é endémica na comunidade (Ry > 1).

Foi admitido que a sazonalidade pode influenciar na taxa de nascimento do vetor e na taxa de
mortalidade do vetor [4, 13], assim:

caso 1: na taxa de nascimento:

6 =08 (1+03sin( " @1
=Y, ’ 1 A= ) .
365
caso 2: na taxa de mortalidade:
. (2t

Em todos os casos, supde-se um valor médio para o parametro, que pertence ao respectivo in-
tervalo apresentado na Tabela 1; um parametro relativo ao forcante externo igual a 0,3 e periodo
de oscilagdo p = 365 dias [7]. Portanto, ¢ oscila anualmente entre 0,8(1 + 0,3) dias™! e
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0,8(1 — 0,3) dias~! e u,, entre 0,0302(1 + 0,3) dias~! e 0,0302(1 — 0,3) dias~'. A escolha
do intervalo de variag¢do de cada parimetro, assim como a fase entre ¢ e u,, foi feita com base
em dados da literatura [4, 10, 12, 13].

A Figura 2 mostra a influéncia da sazonalidade sobre a dindmica do sistema supondo que a
mesma atua somente sobre a taxa de reposicdo do vetor (caso 1). Observe que as oscilacdes
antes amortecidas (Fig. 1) sdo mantidas e que hd variacdo na intensidade dos picos epidémicos,
os quais acontecem em intervalos da ordem de 16 anos. Foi utilizado o conjunto de pardmetros
w = 0,00004; 1, = 0,0302; y =0,125; A = 0,75; § = 0,6 e a taxa de reposicao dada por (4.1),
todos em dias~!. O mesmo padrio temporal é observado para o outro caso proposto (caso 2),
assim como para outros conjuntos de parametros.
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Figura 2: Densidade de individuos infectados, em (a) humanos e em (b) mosquitos, versus
tempo supondo que a sazonalidade atua na taxa de reposi¢ao dos mosquitos.

4.1 Periodicidade dos picos epidémicos

A dengue é uma doenga de transmissdo indireta cujo vetor transmissor, 0 mosquito Aedes aegypti,
apresenta uma dindmica populacional extremamente influenciada pela temperatura. Uma das
caracteristicas dessa doenca sdo os picos epidémicos anuais com diferentes intensidades. Em
particular, € possivel observar picos intensos com periodo de trés a cinco anos.

A Figura 3 mostra a evolucio temporal do sistema (2.1) quando supomos que as taxas de repo-
sicdo e mortalidade do vetor dependem do tempo, como mostrada em (4.1) e (4.2). E possivel
verificar que, para esse conjunto de parametros, ha ocorréncia periddica de dois picos epidé-
micos de diferentes amplitudes, sendo que o periodo entre os picos € aproximadamente 1 ano.
Ja o periodo entre os picos epidémicos mais acentuados € de aproximadamente dois anos, o
que sugere que o modelo tem potencial para reproduzir a dindmica temporal da dengue, mas
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necessita de um ajuste no conjunto de parametros, para produzir maiores picos epidémicos com
uma periodicidade de trés a cinco anos.
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Figura 3: Densidade de individuos infectados humanos em fun¢ido do tempo supondo (4.1) e
(4.2), para u = 0,00004; A = 0,75;y =0,3; ¢ = 0,4, 5§ = 0,65 ¢ w,, = 0,08 todos em dias™!
e forga sazonal 0,3.

5 PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Os algoritmos genéticos (AG) sio uma classe particular de algoritmos evolutivos, os quais usam
técnicas inspiradas na biologia como reproducdo, selecio natural, recombinacdo e mutagdo para
explorar o espaco de solugdes em problemas de otimizagao e busca. Os trés componentes basicos
de um AG, ja contextualizado para o problema proposto, sdo: a codificacdo do problema onde
cada individuo i da populacdo € dado por P; = (A, 6, ¥, m, ¢), 0 espaco de busca que contém
todas as potenciais solu¢des do problema construido utilizando a Tabela 1 e a fung@o de aptidao,
A;, que avalia qudo boa € a solu¢do P;. Quanto mais préximo py, a periodicidade da série tem-
poral medida pelos maiores picos epidémicos, estiver de p € [3, 5] maior a chance do individuo
ser selecionado para a préxima geragado e, portanto, gerar descendentes.

Estes algoritmos s@o interessantes por varios motivos: partem de uma populagdo inicial, cons-
tituidas por varios conjuntos de solug¢des potenciais e, portanto, a solu¢cdo ndo depende da tra-
jetdria escolhida; s@o probabilisticos; e a aplicacdo dos operadores de selecdo, baseado em
fungdes que medem a aptidao dos individuos, recombinacdo, que introduz variabilidade na
populaciio e mutagio, que evita 6timos locais, tornam o algoritmo rapido, robusto e confidvel. E
necessario escolher um critério de parada, por exemplo, o grau de homogeneidade da populacdo.

Os testes foram feitos considerando uma populacio de trinta individuos. Inicialmente, ¢t = 0,
geramos os conjuntos de parametros (individuos) utilizando o gerador de nimeros aleatérios com
distribui¢do uniforme. Os valores escolhidos para cada parametro A, §, ¥, m, € ¢, estdo dentro
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dos intervalos apresentados na Tabela 1; u e o foram fixados, respectivamente, em 0,00004
dias™! e 0,3. Dado o conjunto de pardmetros que caracteriza um individuo na populacio, por
exemplo P; = (0,75; 0,6; 0,125; 0,0302; 0,8), foi utilizado este conjunto para fazer a pontuacao
segundo o seguinte critério: utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, o sistema
(2.1) com as fungdes u,, € ¢ na forma (4.1) e (4.2) é resolvido. Apds o transiente, a densidade
de infectados humanos maxima (maximo global) e em que tempo esta ocorre sdo determinados.
Todos os picos com no minimo 80% do tamanho do pico maximo sdo localizados (maximos
locais) e o intervalo de ocorréncia entre eles, ps € medido. Se p; esta no intervalo entre [3,5] a
simulacdo termina (critério de parada), se ndo, é pontuado este conjunto de parametros segundo
o seguinte critério:

se ps <0,5 ou pg >9,5;

1,0 ou 9,0 < ps; <9,5;
1,5 ou 8,0 < ps <9,0;
se 1,5 < py <2,0 ou 7,0 < ps < 8,0;
se 2,0 < py <2,5 ou 6,0 < ps <7,0;
se 2,5 < ps < 3,0 ou 5,0 < ps <6,0;
se 3,0 < ps <5,0,

se 0,5 < ps
se 1,0 < pg

AN IA

2
I
SUINS N I N UC R R

ou seja, para o exemplo dado, p; = 7,8, logo o individuo P; tem A} = 4.

Depois, é calculada a pontuacio média (A = Z?& A;) e, todos os individuos com aptidao
A; > A, sio selecionados, os outros descartados. Para completar a populacio sio reproduzidos
(reprodugdo assexuada) os individuos selecionados com igual probabilidade até que a populagio
tenha novamente trinta individuos. Estes individuos sdo entdo pareados, i.e, dispostos aleatori-
amente dois a dois para a reproducdo sexuada, e o local da quebra, ¢, para o recombinagdo é
aleatério (g € {1, 2, 3,4, 5, 6}) sendo que pode ou ndo haver recombinacio, visto que se g = 6
ndo ha recombinacdo e se ¢ = 1 sdo trocados todos os genes, 0 que ndo causa alteracdo no
gendtipo. Ja a mutagdo tem 10% de probabilidade de ocorrer, testada para cada gene (cada
parametro). Quando ocorre a mutagdo, o valor do gene é substituido por um novo dentro do seu
respectivo intervalo. Finalmente, € incrementado o passo de tempo, t = ¢+ 1, e a nova populacao
¢ testada e pontuada novamente, até que o critério de parada, dado por p; € [3, 5], seja satisfeito.
O algoritmo ¢é executado no méaximo até a vigésima geracao de individuos.

Ap6s a utilizagdo do algoritmo genético foi encontrado um conjunto de parametros que satisfaz
os dados da literatura, como mostrado na Figura 4, sendo este conjunto A = 0,894912; § =
0,615759; y = 0,241518; j1,, = 0,076292, ¢ = 166679, u = 0,00004 todos em dias ™.

E fato que ndo existe apenas um conjunto de parimetros que gera picos epidémicos grandes
com periodicidade entre trés e cinco anos, o que permite fazer, utilizando o AG, um estudo de
sensibilidade do modelo através de variacdes em seus parametros. A Tabela 2 mostra a média,
o desvio padrdo e o coeficiente de variacdo obtido em 100 simula¢des do AG. Observe que
os pardmetros relacionados a taxa de contato entre as duas populagdes s@o 0s que apresentam
menor coeficiente de variacdo, sendo estes, portanto, os responsaveis pela maior variacdo na
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periodicidade da dengue. Sendo assim, o desenvolvimento de vacinas para a dengue sera decisivo
no controle da transmissdo desta doenga, visto que a vacinag¢do atua diretamente na diminuicao
das taxa de transmissdo. Finalmente, a identificacdo dos parametros relacionados a transmissao
da dengue numa comunidade, é importante, visto que possibilita predizer a periodicidade da
epidemia, a forca de transmissao e estabelecer medidas de controle.
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Figura 4: Densidade de individuos infectados humanos em fun¢do do tempo supondo (4.1) e
(4.2), para . = 0,894912; § = 0,615759; y = 0, 241518; u,, = 0,076292, ¢ = 0,166679,
© = 0,00004 todos em dias™! e for¢a sazonal 0,3.

Tabela 4: Média, desvio padriao (DP) e coeficiente de variacao
(CV) de cada parametro obtida em 100 simula¢des do AG.

Parametro Média (dias™!) DP (dias™ 1) CV
A 0,860 0,092 11%
8 0,743 0,092 8,1%

Hm 0,070 0,016 23%
0,262 0,282 93%

y 0,166 0,047 28%

6 CONCLUSAO

A inclusdo do efeito sazonal e de uma fase entre as taxas de reposicdo e de mortalidade do
vetor podem explicar a periodicidade dos picos epidémicos de dengue. Os diferentes padrdes
temporais observados na comunidade estdo relacionados com o conjunto de parametros carac-
teristico da epidemiologia da dengue. O algoritmo genético se mostrou uma ferramenta impor-

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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tante na andlise de sensibilidade do modelo, identificando as taxas de contato entre as populacdes

como sendo os pardmetros que mais influénciam a periodicidade das epidemias. A definicdo de

medidas de controle sobre esses parametros, como vacinago, serdo importantes para o controle

da transmissdo da dengue.

ABSTRACT. In this study, a mathematical model with temporal dependence for dengue
transmission was developed, considering coupling between human population and the vec-
tor mosquito, and a sorotype circulating on population. This model was analysed with the
goal to explain disease’s periodicity. Finally, a genetic algorithm was set up to study model’s

sensibility.

Keywords: temporal dependence, control, genetic algorithm.
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