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Resumo. O assunto deste trabalho é o problema dos casamentos estdveis apre-
sentado por Gale & Shapley [2]. Apresentamos aqui uma caracterizagdo de um
casamento estavel no qual cada par, de um conjunto de pares dados (“for¢ados”),
forme necessariamente um casal, e nenhum par, de outro dado conjunto de pares
(“proibidos”), seja casado. Além disso, apresentamos um algoritmo polinomial que
encontra esse casamento. HEssa caracterizacdo generaliza um teorema de Gusfield
& Irving [1].

1. Introducao

Sejam H e F dois conjuntos disjuntos de cardinalidade n, onde cada elemento h € H
é um homem e cada elemento m € F uma mulher. Um casamento (ou solu¢do) M
consiste de n casais monogamicos (h, m), isto é, uma fun¢ao bijetora de H em F.
Suponha que cada homem e cada mulher esteja associado a uma lista de preferéncia
estritamente ordenada contendo todos os elementos do sexo oposto. Um par (h, m)
é instavel em M se h prefere m que sua parceira em M e m prefere h a seu parceiro
em M. Nesse sentido, M é um casamento estdvel se, e somente se, nenhum par em
M é instével.

Gale & Shapley [2] provaram que existe sempre uma solugao estdvel e desen-
volveram um algoritmo para encontré-la em O(n?). Uma extensdo do algoritmo
Gale-Shapley encontra todos os casamentos estdveis[4]. Entretanto, Knuth demons-
trou em [5] que o ndmero de solugdes estdveis para uma instancia de tamanho n
pode vir a ser exponencial em n. A fim de representar todas as solucbes sem
necessariamente enumerd-las, Irving & Leather [3] descreveram uma estrutura de
representacio compacta de todas as solugdes em espaco O(n?).

Baseando-se nessa representagao, o presente trabalho apresenta um algorit-
mo eficiente para encontrar um casamento estdvel, caso exista, para solucionar
a seguinte extensao do problema. Sejam dados, além de H, F' e as listas de pre-
feréncias, dois conjuntos @ e P de pares (h, m). Um casamento estdvel M com casais
forcados e casais proibidos é tal que todo par de () é um casal em M e nenhum par

Ivaniad@cos.ufrj.br
2jayme@cos.ufrj.br



362 Dias e Szwarcfiter

h1 3 1.5 7 4 2 8 6 mi 4 3 8 1 2 5 7 6
ho 6 1 3 4 8 7 5 2 ma 3 7 5 8 6 4 1 2
h3 7T 4 3 6 5 1 2 8 m3 7 5 8 3 6 2 1 4
ha 5 3 8 2 6 1 4 7 my 6 4 2 7 3 1 5 8
hs 4 1 2 8 7 3 6 5 ms 8§ 7 1 5 6 4 3 2
he 6 2 5 7 8 4 3 1 me 5 4 7 6 2 8 3 1
h7 7T 8 1 6 2 3 4 5 mr 1 4 5 6 2 8 3 7
hg 2 6 7 1 8 3 4 5 mg 2 5 4 3 7 8 1 6

Figura 1: Instancia Iz do problema dos casamentos estaveis de tamanho n = 8

de P forma um casal em M. Tal algoritmo foi elaborado a partir de um teorema
de caracterizagao, também formulado no trabalho. Este resultado generaliza um
teorema de Gusfield e Irving apresentado em [1].

2. Representagao dos casamentos estaveis

Em uma instdncia do problema bésico dos casamentos estdveis cada um dos n
homens e cada uma das n mulheres estao associados a uma lista de preferéncia
estritamente ordenada contendo todos os elementos do sexo oposto. Aplicando o
algoritmo de Gale-Shapley a uma dada instancia, obtém-se a solu¢do homem-dtima,
isto é, o casamento estdvel no qual cada um dos homens tem a melhor parceira
possivel de acordo com sua lista de preferéncia. Tal solugdo corresponde a pior
para todas as mulheres, também segundo as suas respectivas listas de preferéncias.
Obviamente as regras da aplicacao podem ser invertidas obtendo-se assim a solu¢ao
mulher-étima.

Sejam M; e Mj solugoes estéveis. As operagdes (i)M;V Mj e (ii) MiAMj corres-
pondem respectivamente solugoes estdveis nas quais (i) todos os homens tém suas
piores parceiras entre M; e Mj, e (ii) todos os homens tem suas parceiras preferidas
entre M; e M;. Entao , M; domina M; de uma perspectiva masculina se, e somente
se, todos os homens que possuem parceiras distintas em M; e M; preferem suas
parceiras em M; as suas parceiras em M;. E ainda, um casamento M}, estd entre
M; e Mj se, e somente se, M; domina My e My domina M; e, além disso, M, é
também uma solugdo estavel (resultados demonstrados em [5, 1]). Na Figura 1,
temos um exemplo de uma instancia de tamanho n = 8. Cinco dos casamentos
estaveis dessa instancia estao representados na Figura 2, entre eles os casamentos
My e M. Podemos observar que o casamento My corresponde ao casamento obtido
por M1 A M e o resultado da operagdo M; V My é exatamente o casamento My.

Um reticulado M representando todos os casamentos estaveis sobre a relacao
de dominancia pode ser construido a partir da solu¢gdo homem-é6tima, denotada por
M, onde essa solugao é a mais dominante. Por outro lado, a solugdo mulher-6tima,
denotada por Mz, em tal representacao é dominada por qualquer outra solugao em
M.

Um casamento M é irredutivel quando contém pelo menos um casal (h,m) tal
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Mo ={(1,3),(2,1),(3,7).(4,5), (5,4), (6,6), (7,8), (8,2)}
My ={(1,1),(2,3),(3,7),(4,5),(5,4), (6,6),(7,8),(8,2)}
Mz ={(1,3),(2,1),(3,4).(4,5), (5,2), (6,6),(7,8),(8,7)}
My ={(1,1),(2,3),(3,4).(4,5), (5,2),(6,6),(7,8),(8,7)}
Mz ={(1,7),(2,8),(3,2),(4,1),(5,6),(6,4),(7,3),(8,5)}

Figura 2: Quatro casamentos estaveis da instancia Ig

que em nenhuma outra solugdo estavel que domine M, h e m formem um casal.
Seja I(M) o conjunto de todas as solugoes irredutiveis. Entdo, existe uma ordem
parcial (I(M), =) das solugdes de I(M) sobre a relacio de dominancia herdada
de M. Além disso, existe um mapeamento 1-1 entre os subconjuntos fechados
de (I(M), =) e as solugdes estdveis em M [1]. A construgdo de (I(M), <) pode
ser facilmente efetuada em O(n%). No entanto, omitiremos mais detalhes a respeito
desta ja que utilizaremos uma outra ordem parcial (II(M), <) isomorfa a (1(M), <),
removendo-se o elemento minimal desta, que pode ser construida indiretamente em
O(n?) [1]. I(M) e TI(M) serdo utilizados para denotar os respectivos conjuntos ou
ordem parcial de acordo com o contexto. A principal diferenca entre as duas ordens
é em relagdo aos seus elementos. Os elementos de I(M) correspondem as solugdes
irredutiveis, enquanto que os de TI(M) s@o as rotagdes, abaixo descritas. Em [1]
os autores estabelecem uma correspondéncia entre as duas ordens e mostram ainda
como obter II(M) de I(M). Porém, o interesse aqui, por motivo de eficiéncia, se
restringe & construcao de TI(M) sem o conhecimento prévio de I(M).

O conceito de rotagdo é fundamental para o entendimento e construgao de
(TI(M), <). Seja M um casamento estdvel. Seja sps(h) a primeira mulher m na lista
de h tal que m prefere estritamente h a pys(m), seu parceiro em M. E seja prox s (h)
o parceiro em M de sp;(h). Entdo, existe uma cadeia, denominada rotagao, de
pares ordenados m = (hg, mg), (h1,m1), ..., (hr—1,m,_1) na solugio estavel M, tal
que para cada i , 0 < i <r—1, hj1y éigual a prozys(h;), onde i + 1 é obtido por
(¢ médulo r) + 1. Nesse caso, diz-se que a rotagdo 7 estd exposta em M. Note que
o numero maximo de rotagdes em M é n(n —1)/2.

Teorema 1 [3] Seja M uma solucio estdvel diferente de My. FEntdo, existe pelo
menos uma rotagao exposta em M.

A prova deste teorema é construtiva e fornece um método simples de encontrar uma
rotagao em M.

Seja m = (hg,mg), (h1,m1), ..., (hy_1,mr—1) uma rotagao qualquer. Um homem
h pertence a w se h = h; para algum i, 0 < i <r — 1. Um par (h,m) pertence a 7
se h = h; e m = m; para algum i, 0 < i < r — 1. Seja M uma solugao estavel e =
exposta em M, entdo M /x é definida como sendo a solugdo na qual cada homem nao
pertinente a 7 continua casado com sua parceira em M, e cada homem que pertence
a 7 tem como parceira m;11 = sy(h;). Tal operagao é chamada de eliminagao.

Teorema 2 [3] Toda solugio estdvel M pode ser gerada por uma seqiiéncia de elim-
inagoes de rotacoes, a partir de My, e todas as seqiiéncias entre My e M contém
exatamente as mesmas rotagoes.



364 Dias e Szwarcfiter

Um par (h, m) é um casal estdvel se h e m sdo parceiros em algum casamento estdvel
M. Agora, se h e m sdo casados em todo casamento estdvel M de M, entdo (h,m)
é um casal fixo.

Teorema 3 [1] (i) Um par (h,m) é um casal estdvel se, e somente se, € um casal em
Mz ou pertence a alguma rotagao. Equivalentemente, (h,m) € estdvel se, e somente
se, é par em My ou para alguma rota¢io ™ = (hg,mo), (h1,m1), ..o, (Rp_1,mp_1) €
pare algum i, h = h; e m =m;;1.

(#¢) Um casal € fizo se, e somente se, é um casal em My e em My. Equivalen-
temente, se € um casal em My e nao pertence a nenhuma rotacao.

Uma consequéncia direta dos teoremas anteriores é que as solugoes estaveis em
uma cadeia mazimal em M, isto é, uma seqiiéncia de casamentos estaveis consec-
utivos em M com inicio em My e término em My, contém todos os pares estdveis
de M. Além disso, uma rotagdo 7’ precede uma rotagdo 7 em II(M) se, e somente
se, ™ aparece antes de m em toda cadeia maximal em M.

Seja II(M) o conjunto de todas as rotagdes expostas em M. Entdo, existe uma
ordem parcial (II(M), <) dos elementos de II(M) sobre a relagdo de precedéncia
herdada de M.

Teorema 4 [3] Eriste um mapeamento 1-1 entre os subconjuntos fechados de
(II(M), <) e as solugdes estdveis em M.

A construgao de II(M) é descrita aqui em linhas gerais.

(i) Encontrar todas as rotagoes realizadas em O(n?): a partir de M = Mo,
repete-se sucessivamente, encontrar m exposta em M, eliminar 7 obtendo M =
M/m, até M = Mz. ( Note que a eliminacao de m é proporcional ao niimero de
homens em 7 que é O(n)).

(ii) Construir um grafo G(M), onde G(M) é um subconjunto de pares de
rotagoes na ordem parcial TI(M) tal que o fechamento transitivo de G(M) é a
ordem parcial II(M). O grafo G(M) é definido por duas regras de precedéncia re-
lativas aos pares (h,m) em cada rotacdo, o que pode ser visto em maiores detalhes
em [1], bem como a equivaléncia entre o fechamento transitivo de G(M) e a ordem
parcial II(M). A construgdo de G(M), a partir das rotagdes, também ¢é realizada
em O(n?).

Tanto (i) como (ii) sdo totalmente determinados pelas listas de preferéncias.
Virias derivages do problema dos casamentos estaveis podem fazer uso do digrafo
G(M) e da ordem parcial TI(M), a fim de obter algoritmos mais eficientes em
relacao as suas complexidades. Vamos examinar na secao seguinte o problema de
determinar se um dado conjunto de pares é um conjunto estdvel[l]. Na segdo 4 é
apresentada uma extensao desse problema e, na se¢ao 5, o algoritmo correspondente.

A Figura 4 mostra o reticulado M. A direita de cada ligacao entre um par
de casamentos (M, M’) estd indicada uma rotacdo m exposta em M. Ou seja, o
casamento M’ pode ser obtido a partir de M pela eliminagao de w. Além disso,
todas as rotagoes da instancia Ig estao representadas na Figura 3. Pode-se verificar
que, a toda cadeia, entre dois casamentos quaisquer M e M’ corresponde o mesmo
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m ={(1,3),(2,1)}

™ = {(37 7)7 (57 4)7 (87 2)}

3 = {(47 5)7 (77 8)7 (67 6)}

T4 = {(17 1)7 (67 5)7 (87 7)}

5 = {(273)7 (374)}

e = {(47 8)7 (77 6)7 (57 2)}

T = {(37 3)7 (87 1)}

™ = {(274)7 (57 8)7 (67 7)}

9 = {(19 5)7 (57 7)7 (87 3)}

™o = {( 71)7( )2 7(573)7 (47 6)}

Figura 3: Rotagoes em M da instancia Ig

conjunto de rotagoes. Em particular, toda cadeia maximal de Is compreende o
conjunto {7(17 T2, M5, T3, T4, T7, 6, T8, TQ, 71—10}-

s

r
M, 14352687

Ty
.
M, 14382567

Figura 4: Casamentos estaveis da instancia Ig com rotagoes
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Figura 5: Conjunto parcialmente ordenado de rotagdes (II(M), <) da instancia Ig

O conjunto parcialmente ordenado de rotagoes da instancia Ig é apresentado
na Figura 5. Como visto, cada casamento M de Ig corresponde a um subconjunto
fechado de (II(M), <). Por exemplo, o casamento M3 é obtido pela eliminagdo das
rotagdes no conjunto {7y, w2, 73, T4, T5 }-

3. Casais Forcados

Um conjunto @ de pares (h,m) é um conjunto de casais for¢ados se existe algum
casamento estdvel M tal que todo par em ) é um casal em M. Para cada par (h, m)
em (), nao casado em My, define-se 7y(h,m) como sendo a tnica rotagdo que move
h para m, isto é, tal que h = h; e m = m;41, para algum i, na rotacdo m = y(h, m)
e, para cada par de ) ndo casado em My, define-se §(h,m) como a dnica rotagao
que move h a partir de m, ou ainda, cujo par (h,m) pertence & 7 = 6(h, m).

Teorema 5 [1] Um conjunto Q de pares é um conjunto estdvel (casais for¢ados)
se, e somente se, (i) cada par € estdvel e (ii) ndo existem dois pares (h,m) e (h',m’)
em Q tais que O(h,m) < ~vy(h',m’) em II(M).

Como visto anteriormente, todas as rotagoes podem ser encontradas em O(n?).
Conhecendo-se as rotacoes e com base no teorema de caracterizacao de pares estaveis,
temos que todos os pares estaveis de uma dada instanica podem ser encontrados em
O(n?). A determinagdo das rotagoes 6(h,m) e v(h,m) para todos os pares estdveis
também ¢é facilmente realizada em O(n?). No entanto, o problema em questdo é
um dos poucos no qual II(M) nao pode ser substituido por G(M). Logo, exige a
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(h,m) v 0 (h,m) ~ 0 (h,m) v 0
(1,3) (Z) ™1 (3,4) o T5 (3,1) 7 10
(2, 1) @ T (4,8) T3 Te (7,2) T 710
(3, 7) 0 T2 (7, 6) T3 Te (5, 3) 9 710
(5,4) V) T2 (5,2) T2 T (4,6) Te T10
(8,2) V) T2 (3,3) s T (1,7) 9 w
(4,5) V) T3 (8, 1) T4 T7 (2,8) s w
(7, 8) (Z) T3 (2, 4) s T8 (3, 2) 10 (Z)
(6, 6) (Z) T3 (5, 8) g TS (4, 1) 10 (Z)
(1,1) m my (6,7) my T (5,6) mo 0
(6,5) w5 my (1,5) my w9 (6,4) =m0
(8, 7) T T3 (5, 7) s Tg (7, 3) 10 (Z)
(2,3) T Ts (8,3) 7 Tg (8,5) 9 (Z]

Figura 6: Rotacoes 6 e y para os pares estaveis de Ig

construcio explicita de II(M), realizada em O(n*) a partir de G(M). Seja |Q| = k,
a condicao (ii) pode ser verificada em O(k?).

Teorema 6 [1] Apds o pré-processamento, realizado em O(n?), a estabilidade de
um conjunto Q com k pares pode ser determinada em tempo O(k?).

Na Figura 6, cada par estdvel (h,m) de Is tem listadas, & sua direita, duas
rotagoes. A primeira delas é v(h,m), cuja elimina¢ao une tal par, e a outra é
6(h,m), cuja eliminacio o separa.

Considere o conjunto @ = {(1,5),(2,8),(6,6)} para a instancia Is. O par (6,6)
é casado em M, e é separado pela eliminagao da rotacgdo w3, ou seja, 73 = 6(6,6).
Mas, 3 < m4 € T4 = 7(1,5). Claramente, antes da eliminagdo de 74 o par (1,5) nao
forma um casal para nenhum M. Logo, @) nao é um conjunto estavel em Ig. Agora,
seja Q' = {(1,5),(2,8),(6,4)}. A dnica rotacdo que separa um desses pares é Tg =
0(1,5). A rotacdo mg é a ultima que une um desses pares (mg = 7(2,8) = v(6,4)).
Como mg A 7y, concluimos que existe um casamento estdvel com casais forgados Q'.
O casamento dominante que satisfaz Q' é My = {(1,5),(2,8), (3,3), (4,6), (5,7),
(6,4),(7,2),(8,1)}, que corresponde ao subconjunto fechado {m,ms,ws, w4, s,
TG, T8 }-

4. Casais Forcados e Casais Proibidos
Nessa se¢ao apresentaremos uma extensao do problema anterior.

Um par (h,m) é um casal proibido em M se existe um casamento estével M tal
que (h,m) nao seja um casal em M. Um conjunto de pares P é um conjunto de
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casais proibidos se existe um casamento estdvel M no qual nenhum par de P forma
um casal em M.

Lema 7 Um par (h,m) € um casal proibido se, e somente se, (h,m) ndo € fizo.

A prova segue diretamente da defini¢ao e do teorema de caracterizacao de pares
estaveis.

Seja S um subconjunto fechado de II(M). Entao 7 é uma rotagao mazimal em
S se m nao é sucedida por nenhuma rotacao em 5.

Teorema 8 Um conjunto de pares P € um conjunto de casais proibidos se, e so-
mente se, (i) nenhum dos pares de P € fixo e (i) existe um subconjunto fechado S
de TI(M) tal que para todo par (h,m) de P em My a rotagdo 6(h,m) pertence a S
e, para todo par (h,m) em P ndo contido em My, se ~y(h,m) pertence a S, entio
deve ezistir O(h,m) em S.

Demonstragao:(=) Claramente, sendo P um conjunto de casais proibidos, nenhum
par de P pode ser fixo. Seja M um casamento com casais proibidos P. A M
corresponde um unico subconjunto fechado S de TI(M). Seja (h,m) um par de P
que forma um casal em My, ou ainda, tal que y(h,m) € S. Como h e m nao sao
casados em M, temos que 0(h,m) € S.

(<) Seja S um subconjunto fechado de TI(M) tal que para todo par (h,m) € P
se (h,m) é um casal em M, ou y(h, m) € S entéo 6(h,m) € S. Seja M o casamento
correspondente a S. Suponha que, para algum par (h,m) de P, (h,m) forma um
casal em M. Nesse caso, v(h,m) € S ou (h,m) € My, e, 8(h, m) € S, assim temos
uma contradigao. L]

Seja P = {(1,1),(1,5),(2,1),(2,8)} um candidato a conjunto de casais proibidos
em Ig. Inicialmente, verificamos que nenhum par de P é fixo. O par (2,1) é casado
em M, e é separado pela eliminacdo da rotagao mp, ou seja, mp = 6(2,1). Mas,
m = v(1,1). Esse casal é separado durante a eliminagio da rotagdo my = 0(1,1),
que por outro lado une o par (1,5), isto é, m4 = v(1,5). Agora, mg = 6(1,5) e
g < mg. Como mg = 7(2,8) e nao existe rotagdo cuja eliminacao separe tal par,
concluimos que nao existe subconjunto fechado de II(M) que satisfaga a condicao
(ii) do Teorema 3.5. Logo, P ndo é um conjunto de casais proibidos em Ig. Agora,
seja P’ = {(1,1),(1,5),(2,1),(3,3)}. Para o par (3,3), tem-se que 75 = ¥(3,3) e
w7 = 0(3,3). Assim, o subconjunto S = {my, w3, T3, T4, T, W6, , M7, Ty Tg } satisfaz
(ii). Logo, P’ é um conjunto de casais proibidos em Is. O casamento My =
{(1,7),(2,8),(3,1),(4,6),(5,3),(6,4),(7,2), (8,5) que corresponde a S em M é um
casamento no qual nenhum dos pares de P’ é casado.

Combinando os Teoremas 5 e 8, obtemos a seguinte caracteriza¢ao de casamento
estavel com casais forcados @ e casais proibidos P.

Teorema 9 Sejam P um conjunto de casais proibidos e QQ um conjunto de casais
forcados em M. Entao, existe uma solucdo estavel M em M que satisfaz Q e P
se, e somente se, existe um subconjunto fechado S de II(M) que (i) satisfaz Q e
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(i1) para quaisquer dois pares (h,m) € P e (h',m') € Q, se ndo existe §(h,m) € S
ou O(K',m') < 0(h,m) em IL(M) entdo y(h,m) € S nem é um casal em M.

Demonstragio: (=) Seja M um casamento estavel com casais proibidos P e casais
forgados @Q. Seja S o subconjunto fechado de II(M) correspondente & M. Obvia-
mente, nenhum par em P ¢ fixo e todo par de Q é estavel.

(i) Seja (B',;m’) um par de @ ndo casado em My. Entdo, y(h/,m') existe e
pertence a S. Agora, se para algum par (h,m), 8(h,m) < ~v(h',m’) em II(M) entdo
O(h,m) € S e o par (h,m) nao é um casal em M. Logo, para quaisquer dois pares
de @ 0 £ 7.

(ii) Seja (h,m) um par de P tal que 8(h',m’) < 8(h,m) em II(M). Como h’
e m’ sado casados em M, O(h',m’) & S, logo O(h,m) ¢ S. Mas, como h e m nao
sao casados em M, concluimos que v(h,m) ¢ S, bem como h e m nao formam um
casal em M. Por outro lado, se v(h,m) € S entdo 6(h, m) existe e deve estar em
S. Como todo par (h',m’) de @) é um casal em M temos que para nenhum (h’, m’),
O(h',m’) =< 0(h,m) em II(M).

(<) Seja S o menor subconjunto fechado de IT(M) que satisfaz as condigoes (i) e
(ii). Entao, as rotagoes maximais em .S sao do tipo 7 em relagao aos pares de @, ou
do tipo 6 para os pares de P. Seja M o casamento estivel correspondente a S. Todo
par (h',m’) de Q ndo casado em M, é casado em M, pois se y(h',m’) é maximal
entdo O(h',m’) ¢ S. Caso contrério, seja 8(h, m) uma rotagdo maximal em S tal que
v(R'ym') < 6(h,m). Entdo, por (ii), =3(h°,m°) de Q tal que 8(h°,m°) < O(h,m).
Logo, O(h',m’) ¢ S(analogamente para (h',m’) € My).

Falta mostrar que nenhum par (h,m) € P é um casal em M. Pela contrapositiva
de (ii), se y(h,m) € S ou (h,m) € My entdo 6(h,m) € S. Logo, h e m nao sdo
casados em M. L]

5. Algoritmo

Baseado no teorema anteriormente apresentado, descrevemos, na Figura 7, o al-
goritmo FP para encontrar um casamento estavel com casais forcados @) e casais
proibidos P. O pré-processamento requerido aqui é o mesmo especificado na segdo
3, acrescendo-se a verificacao de que @ é de fato um conjunto de casais forcados em
M, realizado em O(k?). O tempo total do pré-processamento é portanto O(n?).
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Algoritmo FP
Entrada:

Conjuntos P e Q;

Solucao Mpy;

Ordem parcial II(M);
Inicio
Remover os pares nao estaveis de P;
Para cada m € S faga S[r] < falso;
Q':=Q \ My; {pares de Q néo casados em My}
(i)Para cada par (h/',m’) € Q' faga

Seja m tal que w é y(h', m’);
Incluir 7 e seus precedentes em S;
(a)P()I:P N Mo;
(b)P":={(h,m) € Py :0(h,m) & S};
(¢)P":==P"U{(h,m) € P:~(h,m)e Sebdhm)¢S}
(ii)Enquanto P’ ndo for vazio faga
Para cada par (h,m) de P’ faga
Seja m tal que 7 é O(h,m);
Se 7 # nulo entdao
(ii.1)Incluir 7 e seus precedentes em S
caso contrario
“Nao ha solucao que satisfaga Q e P’ — fim

(ii.2)Se para algum (h',m’) € Q, (', m’) € S entao

“Nao hé solucao que satisfaca Q e P’ — fim

caso contrario

P—P\P,

(ii.3)P:=={(h,m) € P : y(h,m) € S e O(h,m) & S};
fim_enqto;
Fim

Figura 7: Algoritmo que encontra o casamento minimal que satisfaz P e Q
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O algoritmo tem como entrada dois conjuntos de pares P e @, respectivamente
conjuntos de casais proibidos e for¢ados, representados por matrizes, o casamento
estdvel My e a ordem parcial II(M). A varidvel Py consiste dos pares de P casados
em My. A saida do algoritmo é um subconjunto fechado S de II(M) que satisfaz
Q e P. S é inicializado como vazio, em (i) passa a corresponder ao subconjunto
minimo que satisfaz @ e é atualizado durante a execucao de (ii), de acordo com a
varidvel P’ (em cada iteragao) que consiste dos pares (h, m) de P casados em My ou
ainda cuja rotagao y(h,m) € S e tal que a rotagao 6(h,m) ¢ S. A fim de melhorar
a complexidade, S deve ser uma lista de valores légicos, onde a cada indice de S
corresponde uma rotagao.

Sejam r o niimero de rotagoes em II(M), k e [, as cardinalidades de @Q e P, res-
pectivamente, e n o tamanho da instancia do problema. Encontrar o subconjunto
minimal que satisfaz @, é executado por (i) em tempo O(k.r). Os pares de Py
(a) podem ser encontrados em tempo O(n). Tanto (b) como (c¢) sdo lineares no
tamanho de P. Logo, realizados em tempo O(l). Em (ii), no pior caso, se um
par de P é removido a cada iteragao, para o ultimo par removido é verificado [
vezes se y(h,m) € S e O(h,m) ¢ S (ii.3), um tempo mdximo de O(l?). Para
cada par de P sao incluidas em S as rotagdes 6(h,m) e suas precedentes (ii.1),
consumindo um tempo total de O(r.l). Ainda, deve ser verificado se tal inclusao
viola a satisfatibilidade de @, isto é, se alguma rotacao incluida em S é do tipo 0
para algum par de @ (ii.2), realizado em tempo O(k). Portanto, (ii) despende um
tempo total de O(l.k). Finalmente, obter a solucao M correspondente a S pode ser
realizado em O(n?). Como visto anteriormente, o ntimero de rotagdes r é O(n?).
Pela definicdo do problema, o valor méximo de k é n, e [ ndo pode ultrapassar n2.
Logo, a complexidade total do algoritmo FP é O(n?).
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