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Resumo . Modelos de distribui�c~ao de viagens s~ao usados no contexto de Plane-
jamento de Transportes para estimar o n�umero de viagens entre pares de zonas
de tr�afego numa �area de estudo. Em geral, estes modelos possuem parâmetros
que devem ser determinados para cada situa�c~ao particular. Para determinar esses
parâmetros algumas medidas cl�assicasde ajuste s~ao usadas,tais como: princ��pio es-
tat��stico da m�axima verossimilhan�ca, soma m�edia dos erros quadrados e estat��stica
� -normalizada.
Na literatura encontram-se relatos de que, dependendoda medida de ajuste usada,
a determina�c~ao dos parâmetros de alguns modelospode constituir-se em verdadeiro
pesadelocomputacional. Nestecontexto, no presente trabalho procura-seinvestigar
o comportamento dessasmedidas bem como as principais di�culdades associadas
aos procedimentos num�ericos utilizados para a determina�c~ao dos parâmetros de
modelos gravitacionais e gravitacionais de oportunidades, os quais constituem a
classemais difundida de modelos de distribui�c~ao de viagens.

1. In tro du�c~ao

Uma parte importante do processode Planejamento de Transportes �e a estimativa
do n�umero prov�avel de viagens, no presente e em alguma data futura, entre as
diversaspartes (zonasde tr�afego)que comp~oem uma �area de estudo.

Nesta fase do Planejamento de Transportes, chamada fase de distribui�c~ao de
viagens, os modelos matem�aticos exercem um papel preponderante. Destacam-
se os modelos gravitacionais, que foram concebidosde forma emp��rica atrav�es de
analogia com a lei da gravidade de Newton, tendo recebido, posteriormente, um
embasamento te�orico fundamentado no principio da maximiza�c~ao da entropia [18].

Paralelamente ao desenvolvimento dos modelos gravitacionais, diversos pes-
quisadoresse empenharam na constru�c~ao de modelos alternativ os, entre os quais
destaca-seo modelo de oportunidades intervenientes de Schneider [6].
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Posteriormente, modelosh��bridos [16] e [8], denominadosmodelosgravitacionais
de oportunidades, foram concebidoscom o objetivo de produzir estimativas mais
precisas dos padr~oes de intera�c~ao espacial. No entanto, muitos aspectos a eles
relacionadosn~ao foram ainda su�cientemente estudados. Um dessesaspectos diz
respeito �a calibra�c~ao, que �e de extrema import ância no processode modelagem.

O crit �erio de calibra�c~ao mais freq•uente para a determina�c~ao dosparâmetrosdos
modelos gravitacionais e/ou h��bridos baseia-seno princ��pio estat��stico da m�axima
verossimilhan�ca [5], [7] e [19]. No entanto, outras estat��sticas tamb�ems~aoutilizadas,
tais comoa somam�edia doserrosquadrados[4] ou a estat��stica � -normalizada [15].

Estudos realizadospor [4], [9] e [11] entre outros, demonstram que, freq•uente-
mente, o processode calibra�c~ao dosmodelosest�a associado a di�culdades num�ericas
comoo surgimento de over e/ou undero w e a n~ao convexidadeda fun�c~ao a sermin-
imizada.

Nestecontexto o presente estudofoi elaboradocomo intuito de investigar o com-
portamento dasmedidasde ajuste citadas e a inu ênciadasdi�culdades num�ericas
sobrea robustezdosm�etodosutilizados na determina�c~aodosparâmetrosdemodelos
gravitacionais e gravitacionais de oportunidades.

2. Mo delos de Distribui� c~ao de Viagens

No presente trabalho s~ao enfocadosos modelos gravitacional entr�opico [17] e gra-
vitacional de oportunidades [7]. S~ao consideradasvers~oes duplamente restritas,
que contemplam as restri�c~oes de consist̂encia de uxo na origem e no destino e
simplesmente restritas, comrestri�c~aodeorigem, considerandoou n~aoa atratividade.

A seguinte nota�c~ao �e utilizada: i representa uma zona de origem; j representa
uma zona de destino; O i �e uma medida do n�umero de viagens que se originam
na zona i; D j �e uma medida do n�umero de viagensatra��das pela zona j; T ij

� �e o
n�umero de viagensobservado por c�elula; T � �e o n�umero total de viagensobservadas;
T �e o n�umero total de viagensestimadas;ncel �e o n�umero de c�elulasda matriz com
uxo estimado; T ij �e o n�umero de viagensque seoriginam em i e terminam em j ;
wij �e uma medida do n�umero de oportunidades que seinterp~oeentre aszonasi e j ;
cij �e uma medida de separa�c~ao espacialentre as zonasi e j; n representa o n�umero
de zonasde tr�afegoda �area de estudo.

As vers~oesduplamente restrita e simplesmente restritas analisadasdo modelo
gravitacional entr�opico, s~ao descritasem [7] e [10].

Os casosdo Modelo Gravitacional { de Oportunidades, Duplamente Restrito
(MGODR), Simplesmente Restrito com restri�c~ao de Origem (MGOSRO) e Simples-
mente Restrito com restri�c~ao de Origem, considerandoa atratividade (MGOSROA)
representados pelasequa�c~oes(2.1), (2.2) e (2.3) tamb�em foram objeto do nossoes-
tudo,

Tij = A i B j Oi D j e� ( � �cij + �w ij ) ; (2.1)

Tij = A i Oi e� ( � �cij + �w ij ) ; (2.2)
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Tij = A i Oi D j e� ( � �cij + �w ij ) ; (2.3)

onde A i ,Bj ,� e � s~ao parâmetros a seremdeterminados.

3. Medidas de Ajuste e Pro cedimen tos Num �ericos

Neste estudo, foram utilizados como crit �erios de calibra�c~ao o princ��pio estat��stico
da m�axima verossimilhan�ca [5] e [8], a soma m�edia dos erros quadrados [4] e a
estat��stica � -Normalizada [15], para estimar osparâmetrosdo modelo gravitacional
e do modelo gravitacional { de oportunidades.

Utilizando o princ��pio da m�axima verossimilhan�ca, [5] obteve as seguintes equa-
�c~oespara a determina�c~ao dos parâmetros do modelo gravitacional duplamente res-
trito.

A i = [
X

j

B j D j e� � �cij ]� 1; (3.1)

B j = [
X

i

A i Oi e� � �cij ]� 1; (3.2)
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As equa�c~oes(3.1) e (3.2) constituem um sistema n~ao linear de 2n equa�c~oescujas
inc�ognitas A i e Bj s~ao chamadasfatores de balanceamento e s~ao determinadas de
forma a garantir as equa�c~oesde consist̂encia de uxo

P

j
Tij = Oi e

P

i
Tij = D j .

A equa�c~ao (3.3) �e usada para determinar o parâmetro � , chamado parâmetro
de impedância.

O princ��pio estat��stico da m�axima verossimilhan�ca tamb�em foi usado por [7]
para a determina�c~ao dos parâmetros do modelo gravitacional { de oportunidades
duplamente restrito (equa�c~ao (2.1)), queobteve resultadosan�alogosaosobtidos por
[5] para o modelo gravitacional. As seguintes equa�c~oesforam obtidas por [8]:

A i = [
X

j

B j D j e� ( � �cij + �w ij ) ]� 1; (3.4)

B j = [
X

i

A i Oi e� ( � �cij + �w ij ) ]� 1; (3.5)
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ij
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T
cij ; (3.6)
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i j

Tij

T
wij : (3.7)

Em nossoestudo os fatores de balanceamento A i e Bj foram determinadosatrav�es
do m�etodo de equil��brio de matrizes de Furness.
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O parâmetro de impedância � , para o caso das vers~oes utilizadas do modelo
gravitacional entr�opico, foi obtido de forma a reproduzir o custo m�edio de viagens
observado (equa�c~ao (3.3)), atrav�esdo m�etodo das secantes [12].

Os parâmetros de impedância � e � , para os modelos gravitacionais de opor-
tunidades descritosna se�c~ao anterior, foram determinadosde forma a reproduzir o
custo m�edio de viagens observado e o n�umero m�edio observado de oportunidades
intervenientespor viagem(equa�c~oes(3.6) e (3.7)), atrav�esda minimiza�c~aoda fun�c~ao
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onde
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T �

ij cij
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ij wij

T � : (3.9)

A estat��stica soma m�edia dos erros quadrados, ou seja, \Mean Sum of Squares
Error" foi utilizada por [4] num estudo sobre o uso de algoritmos gen�eticos para
calibra�c~ao de modelos de distribui�c~ao de viagens. A equa�c~ao que representa esta
estat��stica �e dada pela seguinte express~ao:

f (err or) =
X

ij

(T �
ij � Tij )2

ncel
: (3.10)

A terceira medida de ajuste utilizada, como crit �erio de calibra�c~ao, foi a estat��stica
� -Normalizada apresentada por [15] na calibra�c~ao de modelos de distribui�c~ao de
viagens. A express~ao que representa esta estat��stica, �e dada por:
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ij
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�
T �

ij

Tij
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Tanto para a somam�edia doserros quadradosquanto para a estat��stica � -Normali-
zada foi utilizada, para determina�c~ao do parâmetro � , a Busca de Fibonacci [13],
nos tr êscasosdo modelo gravitacional.

Para a determina�c~ao dos parâmetros � e � do modelo gravitacional { de opor-
tunidades, as fun�c~oes(3.8), (3.10) e (3.11) foram minimizadas atrav�es do M�etodo
do Gradiente com Perturba�c~oes Aleat�orias [14], [9] e [11], o qual busca evitar a
converĝencia para m��nimos locais adicionando perturba�c~oesaleat�orias adequadas�a
rela�c~ao de recorr̂encia do m�etodo do gradiente, com o intuito de garantir a con-
verĝencia independentemente do ponto inicial que for tomado [14]. Ou seja,xn +1 =
Q(xn ) + Pn onde, Pn �e uma perturba�c~ao aleat�oria que decrescede forma lenta de
modo a evitar a converĝenciapara um m��nimo local. A implementa�c~aodestem�etodo
pode ser feita seguindoos passosdo seguinte algoritmo [9] e [11]: Inicialmente ge-
ramos uma seq•uência (xn )n � 1; de modo que, xn +1 = Q(xn ) + Pn ; 8n � 0 onde,
Q(x) = x � � � r F (x): Em seguida,escolhe-seum n�umero inteiro positivo NR, e no
passon, xn +1 �e obtido atrav�esde xn +1 = Ar g min f F (Q(xn ) + P r

n ); 0 � r � N Rg
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onde, P 0
n = 0 e P1

n ; P2
n ; :; PN R

n s~ao NR valores aleat�orios de Pn . Para cada r,
1 � r � N R, o vetor P r

n �e dado por P r
n = � n Z r

n , sendo(� n )n � 1 uma seq•uência

de n�umeros reais convergindo para zero, gerada pela express~ao: � n = a
q

c
log (n + d)

em que, a, c e d s~ao constantes positivas, e (Z r
n ) �e um vetor gerado atrav�es da

distribui�c~ao gaussianapadronizada N-dimensional N (0; I d) , onde Id �e uma matriz
identidade.

4. Conjun to de Dados

Para realiza�c~ao dostestesnum�ericos,�zemos usode um conjunto de dadoscoletado
pela PesquisadoraLourdes Maria Werle de Almeida [1], na cidade de Londrina {
Paran�a e referem-sea viagensde estudantes de ensinom�edio �as escolas.

Uma matriz observada
�
T �

ij

�
12x 12

de distribui�c~ao de viagens de estudantes �as
escolasfoi obtida por [1], atrav�es de um formul�ario distribu��do em 29 escolas,
distribu��das em 12 zonas. Estas zonas foram determinadas, com base em dados
fornecidospelo Instituto de Planejamento Urbano de Londrina (IPPUL).

Uma matriz de separa�c~ao espacial
�
cij

�
12x 12

foi determinada atrav�es do tempo
que o estudante levava para se deslocar de sua resid̂encia at�e a escola,incluindo o
tempo de espera e de caminhada, utilizando ônibus como meio de transporte.

Uma matriz de oportunidades intervenientes
�
wij

�
12x 12

foi obtida atrav�es de
metodologia desenvolvida por Almeida [1] e [2], ondes~ao identi�cados os principais
atributos consideradosna escolhadas escolaspelosestudantes.

Este conjunto de dados foi utilizado num estudo anterior [3], onde o objetivo
era testar os crit �erios de calibra�c~ao descritosna se�c~ao 3 e veri�car a sua inu ência
na precis~ao das estimativas apresentadas pelosmodelosde distribui�c~ao de viagens,
descritos na se�c~ao 2. Embora o objetivo desseestudo n~ao fosseo de analisar o
comportamento das medidas de ajuste usadascomo crit �erio de calibra�c~ao, foram
observadasalgumascaracter��sticas interessantes, j�a comentadas na literatura, como
a n~ao convexidadedas fun�c~oesa seremotimizadas, localiza�c~ao do �otimo global em
fenda profunda e estreita, entre outras.

Surgiu, ent~ao, a seguinte quest~ao: As caracter��sticas observadas seriam pecu-
liares ao conjunto de dados ou inerentes �as medidas de ajuste utilizadas? Com
o objetivo de investigar esta quest~ao e a robustez dos procedimentos num�ericos
usados,resolvemossimular novas matrizes de viagens.

Para isto, �zemos uso do software MATLAB para Windows vers~ao 5.1.0.421,
usando a fun�c~ao rand(12,12). Esta fun�c~ao gera uma matriz quadrada de n�umeros
aleat�orios, de ordem 12, uniformemente distribu��dos entre 0 e 1. Para tornar as
entradas compat��veiscom poss��veissitua�c~oesreaismultiplicamos a matriz por 1000
(mil) e �zemos uso da fun�c~ao \round" para arredondar as entradas da matriz. O
simulador de n�umeros aleat�orios do MATLAB mant�em a consist̂encia de uxo da
matriz, tanto na origem quanto no destino. Assim, cadamatriz simulada representa
uma poss��vel matriz de viagens observada para a �area de estudo. As matrizes
de separa�c~ao espacial e de oportunidades intervenientes coletadas por [1] foram
associadasa estasmatrizes simuladas.
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5. An �alise do Comp ortamen to das Fun�c~oes a serem
Minimizadas

Fazendouso destesdadossimulados em conjunto com os dadosreais coletadospor
[1], plotamos os gr�a�cos das fun�c~oes (3.8), (3.10) e (3.11) no MATLAB, vers~ao
especi�cada na se�c~ao anterior.

Para o princ��pio de m�axima verossimilhan�ca (fun�c~ao (3.8)), a n~ao convexidade
das fun�c~oesjuntamente com a localiza�c~ao do ponto de �otimo global da fun�c~ao em
fendasestreitas, foi uma constante nos dados simulados. As caracter��sticas perce-
bidas com dadosreais (ver Figuras 1 e 2) foram, tamb�em, detectadascom os dados
simulados.

Os gr�a�cos plotados para a estat��stica � -normalizada demonstram que a fun�c~ao
n~ao tem problema com rela�c~ao a sua convexidade. Entretanto, percebemos que
em algumas regi~oesa fun�c~ao tem como caracter��stica marcante sua superf��cie ex-
tremamente plana. Isson~ao �e uma boa caracter��stica para uma medida usadacomo
crit �erio de calibra�c~ao pois no processode otimiza�c~ao, para a mesma situa�c~ao, a
parada pode acontecer para valoresbem distintos de beta e lambda.

Para a estat��stica da somam�edia dos erros quadrados,as caracter��sticas veri�-
cadasem [3], tamb�em foram detectadas,quando �zemos uso dos dadossimulados.
O grande problema detectado diz respeito a n~ao convexidade (ver Figuras 3 e 4).

6. An �alise da Robustez dos Pro cedimen tos de
Calibra� c~ao Utilizados

Veri�cado o comportamento dasfun�c~oesa seremminimizadas, executamosostestes
num�ericosdecalibra�c~ao. Os m�etodosnum�ericoscitados na se�c~ao3 foram implemen-
tados no MATLAB, vers~ao especi�cada na se�c~ao 4. Os problemas surgiram, com
freq•uência, quando passamosa calibrar modelos h��bridos. Superf��cies com \b om
comportamento", isto �e, convexas como a estat��stica � -normalizada, n~ao necessa-
riamente determinaram um bom ajuste, devido a forma plana apresentada. Um
outro problema veri�cado �e a forma exponencial apresentada nas fun�c~oesa serem
otimizadas.

Os testesforam realizadoscom varia�c~oesno ponto inicial, no n�umero geradode
perturba�c~oes a cada passodo gradiente e na quantidade de passosdo gradiente,
antes de gerar uma nova perturba�c~ao. Os valoresdestasvaria�c~oess~ao os seguintes:
Pontos iniciais: (0,0) (1,0) (0,1) (1,1); N�umero de perturba�c~oes(NP): 0, 5, 10, 30;
Passosantes de perturbar(PAP) : 1, 5, 10; Valores das constantes: � =0.1; a=0.1,
d=1, c=1. Um fator de redu�c~ao de 0.9 para � e de 0.7 para a, foi aplicado a cada
10 itera�c~oes. O Crit �erio de parada: n�umero de itera�c~oesNIT=800 ou � <10� 3 ou se
os �ultimos 40 valoresda fun�c~ao forem iguais. Em virtude dos maioresproblemas
seremocasionadosdurante a calibra�c~ao dosmodelosh��bridos, nosconcentramos em
test�a-los, combinando os \p ontos", \n �umero de permuta�c~oes" e \passos antes de
perturbar", com o intuito de observarmosasdi�culdades que poderiam sergeradas.
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Figura 1: MGOSROA - Crit �erio MV; retângulo [0;2]x[0;1]; int. da malha de 0.02.

Figura 2: Corte da superf��cie deF (� ; � ); � = 2� intervalo [0; 2] passo0.001;MGOS-
ROA - Crit �erio MV

Figura 3: MGOSROA - Crit �erio SMEQ; retângulo [0;2]x[0;1]; int. da malha de 0.02.

Figura 4: Corte da superf��cie de F (� ; � ); � = 2� no int. [0; 2] passo0.001;MGOS-
ROA - Crit �erio SMEQ
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Foram realizadosem torno de 500 (quinhentos) testesnum�ericoscom o objetivo de
pesquisara inu ência que as varia�c~oesdos parâmetros de inicializa�c~ao exercemno
ajuste das matrizes.

A varia�c~ao do NP, foi uma tentativ a de gerar um n�umero maior de vetores
aleat�orios, o que possibilitaria, teoricamente, um n�umero maior de op�c~oesa serem
testadas,criando uma melhor expectativa na buscado �otimo global.

O aumento do NP n~ao demonstrou e�ci ência na busca do �otimo global. Da
mesmaforma, quea perturba�c~ao �e utilizada para facilitar na buscado �otimo global,
o aumento de NP torna o processomais lento, devido ao aumento do n�umero de
avalia�c~oesda fun�c~ao objetivo. �E importante notar que, para a vers~ao duplamente
restrita, cada avalia�c~ao da fun�c~ao objetivo desencadeiaa m�etodo de equil��brio de
matrizes para a determina�c~ao dos A i e dos Bj . O valor que se mostrou mais ade-
quado entre os testadosfoi NP = 5.

A id�eia de testar PAP foi uma tentativ a de mesclaro m�etodo do gradiente (\ca-
minhar" na dire�c~ao de decrescimento da fun�c~ao semgerar perturba�c~oesaleat�orias),
com o m�etodo do gradiente com perturba�c~oesaleat�orias, visandodiminuir o n�umero
de itera�c~oesdo processo.

A utiliza�c~ao do PAP em muitos momentos criava um problema maior que o
j�a existente, haja visto que em muitos casosa utiliza�c~ao do PAP fazia com que
busc�assemosmais rapidamente o m��nimo local, impossibilitando uma fuga a tempo,
na buscado m��nimo global.

Outro fato a ser descrito �e que, quando consideramosa minimiza�c~ao irrestrita,
percebemosque, em muitos casos,a posi�c~ao do �otimo da fun�c~ao era determinada
por valoresnegativos de beta e lambda. Entretanto apenasvalorespositivos destes
parâmetros apresentam consist̂encia te�orica para o problema estudado.

Os testes realizadosvariando o ponto inicial demonstraram que, para algumas
escolhasdo mesmo, n~ao foi alcan�cada a converĝencia para o m��nimo global. Isso
ocorreu especialmente para o modelo (2.3), e as fun�c~oes(3.8) e (3.10), para o ponto
(1,1).

7. Conclus~oes

As fun�c~oes a serem minimizadas apresentaram as mesmascaracter��sticas para o
conjunto de dadosreais e para os diversosconjuntos de dadossimulados. Isso�e um
indicativ o de que estascaracter��sticas s~ao inerentes �as medidasde ajuste usadase
n~ao ao conjunto de dados.

As di�culdades num�ericasocorridas durante a calibra�c~ao puderam sersuperadas
com a percep�c~ao do melhor ponto de inicializa�c~ao do processo,no casoo ponto (0,0)
tendo sido alcan�cada a converĝencia global em todos os casostestados.

Uma an�alisegeraldosresultadosobtidos aponta comorobustososprocedimentos
de calibra�c~ao associadosao princ��pio estat��stico da m�axima verossimilhan�ca.

Finalmente, observamos que uma das maiores di�culdades na obten�c~ao dos
parâmetros beta e lambda �e a inicializa�c~ao adequada dos parâmetros dos algo-
ritmos utilizados. Isso�e um fator negativo, pois um pacotepara a calibra�c~ao desses
modelos deveria ser de f�acil utiliza�c~ao por pro�ssionais da �area de Planejamento
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de Transportes, os quais, em geral, n~ao dominam as t�ecnicasde otimiza�c~ao. Dessa
forma, seriainteressante testar outros m�etodosdeotimiza�c~aoglobal para a resolu�c~ao
dos problemasapresentados.

Abstract . Trip distribution models are used in the Transport Planning context to
estimate the number of trips betweentra�c zonesin a study area. In general these
models have parameters that have to be determined to each particular situation.
In order to determine these parameters some classical adjustment measurements
are used, such as statistic principle of maximum lik elihood, averagesum of square
error and � -normalized statistic.

Someaccounts are found in literature in which, depending on the adjustment mea-
surement used, the parameters determination of some models may becomea real
computational nightmare. This essay tries to investigate, within this context, the
behaviour of these measurements, as well as the main di�culties associated to the
numerical procedures used to determine the parameters of the gravitational and
opportunit y gravitational models. These two are the most known trip distribution
models.
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