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Resumo. Este trabalho descreve o problema de tracamento de raios, que € freqliente
em Geofisica e introduz sua solucao utilizando métodos quase-Newton. Na lite-
ratura em geral, problemas desse tipo eram sempre resolvidos utilizando o método
de Newton. Aqui foram utilizados, além do método de Newton, os métodos quase-
Newton: Broyden, Inverse Column Updating Method e Inverse ¢g—Columns Up-
dating Method. Uma andlise comparativa do desempenho desses métodos é feita,
tragando seus performance profiles usando como medidas o nimero de iteragdes e
o tempo de execugao.

1. Introducao

A resolugéo de um sistema de equacoes nédo lineares é uma tarefa necessaria durante
a resolucdo de problemas das mais diversas dreas (Fisica, Engenharia, Economia e
outras Ciéncias) [12]. Para tanto, sdo utilizados métodos iterativos.

O método iterativo mais conhecido é o método de Newton, o qual possui con-
vergéncia local quadréatica. Entretanto, embora possuam convergéncia local super-
linear (sob certas condigoes), os métodos quase-Newton constituem uma boa opgao
para a resolugio de tais sistemas, pois (em geral) conseguem obter a solu¢ao em um
tempo de execucdo menor [2], [3] e com menos esfor¢o computacional.

Tal fato motiva este trabalho, o que descreve um problema freqtiente em Geo-
fisica (Sismica) e o resolve utilizando o método de Newton e os seguintes métodos
quase-Newton [10]: Broyden, Inverse Column Updating Method (ICUM) [9] e In-
verse g—Columns Updating Methods [11], com ¢ = 2 (ICUM2) e ¢ = 3 (ICUM3).
Por fim, é realizada uma analise dos resultados obtidos, seguindo a metodologia do
tragamento do perfil de desempenho de cada método, introduzida por Dolan e Moré
em 2002 (ver [5]). Mostramos graficamente parte das solugdes. Os resultados obti-
dos nos levam a conclusao de que os métodos quase-Newton, em particular ICUM2,
introduzido por Ferreira-Mendonga, Pérez e Lopes em [11], tém desempenho supe-
rior (e sdo mais baratos computacionalmente).

1E-mail: luziane@ime.unicamp.br; financiamento FAPESP (processo no. 2000-00375-4).
2E-mail: vlopes@ime.unicamp.br; financiamento FAPESP (processos no. 2001-04597-4 e no.
2001-07987-8).
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2. Meétodos Iterativos

Nesta secao descrevemos os métodos iterativos que serao utilizados na resolugao de
nossas simulacoes. Tais métodos numéricos se aplicam quando estamos interessados
em resolver um sistema de equacoes nao lineares, representado por:

F(z) = (fi(z), fo(z), ..., fu(z)" =0, F:R" — R", F e C*(R").

Denotamos por J(z) a matriz Jacobiana da fungdo F' aplicada no ponto z.
O método mais conhecido é o método de Newton, no qual a solugdo x* é apro-
ximada por uma sequéncia de pontos {z*} gerada por:

J(z®)sk = —F(2"), F = gk sk (2.1)

Os métodos quase-Newton sdo outra opgao para resolver F(z) = 0 e tém como
proposta inicial evitar o cdlculo de J(z) em cada iteragdo (aproximando-a por
uma matriz By), reduzindo assim o ntdmero de operagoes realizadas por iterago,
e tentando ser “tdo bons” quanto o método de Newton (no sentido de manter ao
méximo as propriedades de convergéncia deste) [4].

Nesses métodos, a seqiiéncia {zj} é gerada através da férmula:

Bys® = —F(z%), oFT = ob 4 sk, (2.2)

Uma classe de métodos quase-Newton bem sucedida é a dos métodos secantes.
Neste caso, as matrizes de aproximagao para a matriz Jacobiana sao escolhidas de
modo a satisfazer a “equacdo secante” Bjy1s* = y*, onde y* = F(zF*+1) — F(2F).

O método de Broyden é um método quase-Newton secante, cuja férmula para
Bj41 consiste numa correcao de posto um sobre a matriz By; em particular, By
é a projecao ortogonal de By no conjunto das matrizes que satisfazem a equagao
secante (considerando a norma de Frobenius). Pode-se também calcular z*+1 =
z* — Bk_1 (F(a:k)) diretamente, onde Bk_+11 ¢é obtida a partir de B,C_1 por meio de
uma corre¢ao de posto um, fazendo uso da férmula de Sherman-Morrison [6].

No método Inverse Column Updating Method (ICUM), apenas uma coluna da
matriz de aproximacao da inversa da matriz Jacobiana é atualizada a cada iteragao,
de modo que a equagdo secante sempre seja satisfeita [8], [9]. Em nossas imple-
mentacoes, o indice j, da coluna de Hp = B 1 que deverd ser modificada, foi
escolhido como [y | = [|4* || so-

A nova matriz Hy41 pode ser obtida através da equacgio

(s — Hyy*) e,

Hyy1=Hp +
eﬁyk

(2.3)

No método Inverse g—Columns Updating Method ([10], [11]), utilizamos g = 2
(ICUM2) e ¢ = 3 (ICUM3) para determinar as trajetérias dos raios. Tal método
atualiza ¢ colunas da matriz Jacobiana inversa, ou seja, Hy é atualizada de tal forma
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que Hyy; difira da matriz anterior em g colunas, e satisfaga as ¢ ultimas equagoes
secantes.
Para o caso g = 2, a férmula de atualizacdo da matriz Hy é dada por:

Hk+1 _ Hk 4 ((ez;ykl)v’f_(ez;yk)v§> eT

ok i1
L (2.4)
T kY, k_ (T, k—1), k
() o

E — (T, k) (T, k-1 T,k (T, k—1 E _ ok k
onde temos o = (eily ) (ehy ) — (ehy )(eily ), vl = s¥ — Hpy® e
E_ k-1 k—1
vy = "7 — Hpy" .
A escolha dos indices i; e i das colunas a serem modificadas estd sujeita &
Iy k k| — ||k k=1) _ ||, k=1 .
hipétese o # 0. Adotamos inicialmente |y; | = [|y" [« € |y;, | = 4" [loo; quando
lok| < 1076, alteramos o indice i, que passa a ser o indice que fornece o maior
valor (em médulo) para oy, com i fixo, como anteriormente:

(L") o = (Lo ) 80), | = I (eh®) o = (b ) v

Tomando ¢ = 3, a férmula de atualizacao da matriz Hy serd dada por uma
corregao de posto 3, sendo agora necessario escolher os trés indices das colunas
a serem modificadas (i1, iz e i3), adotados previamente como [y | = [|y"],
|yf2_1| =" e |yfg_2| = ||y* 72|~ Tal escolha se altera quando o denominador
da férmula de atualizacao torna-se préximo de zero; neste caso, os indices iy € i3,
passam a ser os indices que fornecem o maior valor (em médulo) para o denominador,
dado que 4, estd fixo>.

3. O Problema

Em pontos distintos da superficie da Terra (representada em duas dimensoes), posi-
cionam-se uma fonte de ondas sonoras S e um receptor (geofone) G; a fonte emite
uma onda sonora que atravessara um ntumero determinado de regioes subterraneas,
e ao retornar & superficie, serd captada pelo geofone. Tais regides (perfeitamente
eldsticas, isotrdpicas e homogéneas) compoem a estrutura da subsuperficie da Terra.
O problema que estamos interessados em resolver consiste em determinar a tra-
jetéria de um raio? refletido/transmitido ao cruzar a subsuperficie [7].

As interfaces entre as regides consecutivas sdo definidas em fungéo da coordenada
horizontal z; s@o continuas e suaves (ndo serd considerada intersecgdo entre as

interfaces), e representadas por z = f;(z), i = 1, .-+, m, onde m corresponde ao
numero de interfaces e z denota a coordenada vertical.
Denotaremos por (a;), ¢ = 1,---, m — 1, o nimero de vezes que o raio

cruza (para baixo e para cima) a regiao situada entre as interfaces f; e fi11; na

3Para uma maior descrigdo desse método, veja [11].

4A frente de uma onda elementar pode ser descrita pela superficie t = T'(z, z), onde T'(z, 2) é
a funcaéo de tempo de transito. Os raios sdo trajetdrias ortogonais ao movimento das frentes de
onda e podem ser obtidos como pontos estacionarios do funcional de Fermat, o qual representa o
tempo de transito entre dois pontos dados [1].
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Figura 1 (a), a; = 2 e ag = 1, por exemplo. O vetor a = (ay, -+, am—1) é chamado
de assinatura do raio. Como a assinatura nao é suficiente para determinar de forma
tnica a trajetoria do raio, em nossos testes numéricos fixaremos que a trajetéria
do raio é tal que haja 2a; — 1 movimentos em cada regiao ¢ antes de passar para a
regido i + 1; apds essas reflexdes, ele retornd diretamente ao geofone (Figura 1).

(a) (b)

Figura 1: (a) - Raio com assinatura (2, 1); (b) - Raio com assinatura (2, 2).

Sob essas condigoes, os raios devem obedecer  lei de Snell (e como conseqiiéncia,
descrevem uma trajetéria em linha reta em cada camada). Entao, dados os pontos
inicial S e final G na superficie da Terra, a velocidade da j-ésima regiao (v;),

j=1,---,m e a assinatura (a;), j = 1,---, m — 1, o problema consiste em
encontrar os pontos Xy = (xg, fi, (zx)), para k =1, 2, -+, n, que satisfazem a lei
de Snell em cada refletor i; (adotaremos Xg =S e X1 = G). A dimensao n é
m—1
obtida por n = 2 Z a; + 1.
j=1

Definindo 7, = (1, fi’k (xk)) como o vetor tangente a k-ésima interface no ponto
Xk, podemos escrever a lei de Snell como

1 el (X — Xk-1) _ 1 el (X1 — Xk) (3.1)
Vi 7l X = Xaall - vigy [17e ] 1K aer = X[
onde || - || denota a norma euclidiana. Assim, utilizando a equagao (3.1) para
k=1, ---, n, obtemos um sistema nao linear de n equagoes e n incégnitas, dado
por
®(x) =0, (32)

com ® : R" — IR", ®(x) = (¢1(x), d2(x), -+, dn(x))" e as funcdes ¢y : R™ — IR
(k=1, ---, n) definidas por

(x1, — xx—1) + fi, (2x) (fir (2r) = fir s (21-1))
[tox 2 + (o) — fors )]

(Thgr — o) + f1 (@k) (firsr (@rgr) — fir (1))
[ = + i) — )]

(bk (X) = Vi

(3.3)

—Vi,,
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4. Testes Numéricos

A primeira estrutura utilizada é retratada na Figura 2 (a), com a fonte e o geofone
posicionados na superficie de forma simétrica, a 1.5 km da origem. As interfaces
sao dadas por z = fi(z) =2 —exp (—102?) e z = fa(z) = 3.5 —exp (—102?), onde
x representa a distancia (em km); e as velocidades das regides sdo, respectivamente
vy =2km/s e vg =2.5km/s.

Nessa estrutura, foram utilizadas as assinaturas a = (3), a = (4) e a = (5), as
quais descrevem as trajetdrias representadas na Figura 2 (b)-(d). Os pontos iniciais
sao, respectivamente

x (-1; —0.7; —0.4; 0; 0.4; 0.7; 1),
x0 = (—~1.35; —0.8; —0.4; —0.1; 0; 0.1; 0.4; 0.8; 1.35) e
x0 = (-1.3; —0.85; —0.5; —0.1; —0.05; 0; 0.05; 0.1; 0.5; 0.85; 1.3) .

s G
051 o
ib - =
s 13
s ‘\ é’1
’ oL
15 A 3 °
£ ‘ . T
£ g b}
= e ——— . N mimimim - ]
N 3
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25 n_z

Profundidade (km)

-05 0 05
Distancia (km)

(©)

Profundidade (km)

Distancia (km)

(b)

-05 0 05
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(d)

Figura 2: (a) Estrutura 1; (b) Estrutura 1 - a = (3); (¢) Estrutura 1 - a = (4);

(d) Estrutura 1 - a = (5).

A segunda estrutura é dada na Figura 3 (a), com a fonte e o geofone dispostos



112 de Mendoncga e Lopes

da mesma forma que na estrutura anterior. As interfaces sao
fi(z) =0.75+0.125z, fo(z) =2—0.5exp (—22%) e fi3(z)=3—2?/8,

e as velocidades das regides sdo v1 = 1.5km/s, voa = 2km/s e v3 = 2.5 km/s.

As assinaturas executadas pelo raio nesta estrutura foram a = (1,1),a =
(2,1),a = (1,2) ea = (2, 2), cujos respectivos trajetos estdo representados na
Figura 3 (b)-(e). Os pontos iniciais sdo dados por

x0 = (-1; —0.5; 0; 0.5; 1),

x0 = (—-1.3; —0.2; 0; 1.2; 2; 1.8; 1.8)

x0 = (—1.125; —0.75; —0.375; 0; 0.375; 0.75; 1.125) e

x0 = (—1.3; —0.3; 0; 0; —0.3; —0.3; 0.8; 1.1; 1.8),
respectivamente.

A tltima estrutura é dada na Figura 3 (f), com a fonte e o geofone dispostos da
forma simétrica, a 80km da origem. As interfaces sdo z = f1(z) =2.5ez = fo(x) =
4, isto é, sao linhas retas para facilitar a obtencao de um bom ponto inicial para a
execugao dos métodos numéricos. As velocidades nas regices sao v; = 2.8km/s e
vy =1.2km/s.

Uma caracteristica do problema de tracamento de raios em sismica é ser muito
sensivel ao ponto inicial. E necessario que este ponto esteja suficientemente proximo
da solucao para que os métodos convirjam®. Devido & forma particular das interfaces
utilizadas, tomaremos as componentes do ponto inicial como aquelas que dividem
o intervalo [xg, z¢] em n + 1 partes iguais, ou seja,

rg —Tg

xg:xs—l—k( T

), k=1,2, -, n.

Testamos o tragamento de vérias assinaturas nessa estrutura: a = (70), a =
(100), @ = (150), a = (200), a = (250), a = (300), a = (350), a = (400), a =
(450) e a = (500). Por gerarem sistemas de grande porte, além do niimeros de
iteragoes, também foi computado o tempo utilizado para a execugao de cada método
neste caso.

O método de Newton foi aquele que efetuou o menor niimero de iteragées, como
era de se esperar. Porém o tempo (medido em segundos) foi o maior de todos
os métodos implementados. Os métodos quase-Newton (com excegao do método
multi-coluna com g = 3) conseguiram obter convergéncia de forma rdpida (ver
[12]); dentre eles, o ICUM2 foi o que apresentou o menor nimero de iteragoes e
o ICUM o menor tempo. O método multi-coluna com ¢ = 3 demorou a convergir
devido a dificuldade de escolha dos indices das colunas a serem alteradas.

O critério de convergéncia, para todos os métodos, é dado por || ®(z*)||oc < 1075,
A execucdo do algoritmo é interrompida quando o nimero de iteragoes excede 500
ou ||®(x)|leo > 10%°, quando dizemos que o método diverge.

5Em [7], h4 a descrigdo de técnicas para encontrar um bom ponto inicial (¢ utilizado o método
da continuagdo ou homotdpico).
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Figura 3: (a) Estrutura 2; (b) Estrutura 2 - a
(d) Estrutura 2 - a = (1;2); (e) Estrutura 2 - a = (2;2); (f) Estrutura 3.

(1;1); (c) Estrutura 2 - a = (2;1);
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Com o intuito de visualizar e fazer uma andlise comparativa entre o comporta-
mento dos métodos, a Figura 4 representa o performance profile de tais métodos em
relagdo ao nimero de iteragoes e ao tempo de execugao, respectivamente (ver [5]).

O performance profile [5] compara o desempenho de n; métodos de um conjunto
S com relacao a solucao de n, problemas de um conjunto P, usando alguma medida
de desempenho (nimero de iteragoes, tempo de CPU, etc.); m, , denota o valor as-
sumido pela medida para resolver o problema p pelo método s. Para cada problema
p e método s, define-se a razdo de performance 75 ,, que é dada por

Ms,p
min{ms,: s € S}

Ts;p =

se o problema p é resolvido pelo método s (ps(t) > 1); caso contrario, rs, = ra,
onde r3; é um parametro fixo suficientemene grande.

A fungao de distribuigdo acumulativa p, : IR — [0, 1], para a razao de perfor-
mance 7, representa a performance total do método s para resolver os problemas
do conjunto P; ela é uma funcdo nao-decrescente e constante por partes. Tal funcéo
é definida como:

ps(t) = isize{p €P | rsp <t}
np

O valor de p;(1) indica a probabilidade do método s ser o melhor método (dentre
todos os pertencentes ao conjunto ), usando como medida de desempenho m; ;. A
eficiéncia do método s em termos do niimero de problemas que podem ser resolvidos
é observada por meio do valor minimo de 7, denotado por 7, tal que ps(7) = 1
para um valor ¢ < rj;. Entao, o método § serd considerado o melhor em termos de
eficiéncia quando t; = min{¢,,Vs € S}.

ICUM2
s

ICUM oo o
Broyden

! ICUM3

Funcéo de distribui¢do
o
c
<
w
Funcéo de distribuicdo

Nimero de problemas: 17 ‘ Nimero de problemas: 10

1 2 3 4 5 6 7 8 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50
T T

(a) (b)

Figura 4: (a) Performance profile - nimero de iteragoes; (b) Performance profile
- tempo de execugao.

Os métodos de Newton e de Broyden nao conseguiram resolver 6% do total de
problemas propostos; nesse sentido, o ICUM3 foi aquele que apresentou pior de-
sempenho, dado que conseguiu solucionar s6 70% de todos os problemas propostos
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(Figura 4-(a)) e apenas 50% dos problemas de grande porte (Figura 4-(b)). Obser-
vamos que os Unicos métodos que obtiveram solugao para todos os problemas foram
ICUM e ICUM2.

Na Figura 4 (a), como j4 era esperado, vemos que o método de Newton realizou
o menor nimero de iteragoes para a resolugao de 94% dos problemas; entretanto, ele
nao conseguiu resolver os demais. O ICUMS3 é o método quase-Newton que resolve
o maior numero de problemas (50%) com o menor nimero de iteragoes; porém, ele
obtém solucao somente para 70% dos problemas propostos (0 mesmo acontece com
Broyden).

O ICUM resolve todos os problemas para 7 ~ 2.2, mas nenhum deles com o
menor numero de iteragoes. O ICUM2 pode ser considerado o método que obtém
melhor desempenho (sua curva de desempenho mostra-se superior as demais, com
excegdo da Figura 4-(a), onde o método de Newton mostra-se superior no trecho
inicial).

Na Figura 4, o pior desempenho dentre os métodos quase-Newton foi apresen-
tado pelo ICUM3. Surpreendentemente, outro método que nao obteve um bom
desempenho foi o método de Newton pois, além de nao resolver todos os problemas,
ele necessita de uma grande quantidade tempo para convergir.

5. Conclusao

Conforme visto na se¢do anterior, uma boa forma de resolver o problema de tra-
camento de raios em Sismica é utilizar métodos quase-Newton. De acordo com
as Figura 4, o ICUM2 foi o método que apresentou melhor desempenho tanto em
relagao ao nimero de iteragoes quanto ao tempo necessario para convergéncia. Esse
resultado vem reforgar a mesma concluséo obtida em [11], no qual Inverse g—Column
Updating Method foi apresentado e onde os mesmos métodos quase-Newton deste
trabalho foram utilizados na resolucao de outros problemas. Novamente, ICUM2
obteve o melhor desempenho.

Abstract. This work describes solutions to the Seismic Rays problem, which is
frequently studied in Geophysics. In the literature, this type of problem is gen-
erally solved using the Newton method. In contrast, Quasi-Newton methods are
used in this work. The performance of Newton’s method is compared to that of the
following quasi-Newton methods: Broyden, Inverse Column Updating and Inverse
q—Columns Updating. This comparison is based on the performance profiles of
the methods, where the number of iterations and CPU time were used as perfor-
mance measures. As it will be shown, Quasi-Newton methods outperform Newton’s
method.
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