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Resumo. Neste trabalho, sdo apresentados Métodos de Diferengas Finitas de
Diregdes Alternadas (ADI) aplicados ao problema de escoamento de substéncias
misciveis em meios porosos com fontes singulares. Uma técnica de remogao de sin-
gularidades é apresentada como opgao para a recuperagao das taxas de convergéncia
quadréticas tipicas de problemas regulares. Resultados numéricos sao apresenta-
dos comprovando as taxas de convergéncia preditas para a aproximagao da pressao
e ilustrando a aplicacdo da metodologia proposta na simulagao do transporte de
poluentes.

1. Introducao

A pesquisa de novos métodos computacionais e o desenvolvimento de programas
de computagao de alto desempenho para a simulacao de problemas de escoamentos
em aguas subterraneas é um tema de grande interesse atual, dadas, por um lado, a
importancia desta enorme fonte de dgua potavel e por outro, a necessidade de uma
gestao eficiente e segura deste recurso. Neste contexto, a simulacao computacional
dos processos hidroldgicos é de grande valia para melhor caracterizacao de aquiferos
e também na protecao e remediacao em casos de derrame de contaminantes no solo.

O modelo matematico considerado é composto por um sistema acoplado de
equagoes diferenciais parciais consistindo basicamente de um subsistema eliptico,
proveniente do balango de massa da fase fluida mais a lei de Darcy, e da equacgao
de transporte, que expressa a concentracao do fluido injetado. Em tal modelo, o
fluxo d’dgua se da de duas maneiras — através da fronteira, determinando condigoes
de contorno, ou através de fontes ou pogos de extracao, também designados como
pontos de injecao e producgao, respectivamente. Tais pontos singulares sao repre-
sentados matematicamente através do funcional linear Delta de Dirac, ocasionando
uma singularidade e, conseqiientemente, uma maior dificuldade para a sua apro-
xXimacao.

Neste trabalho apresentamos Métodos de Diferencas Finitas de Diregoes Al-
ternadas (ADI) aplicados ao problema de escoamento de substancias misciveis em
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meios porosos com fontes singulares, associado a uma técnica de remogao de singu-
laridades. Ao final sdo realizadas simulagbes computacionais do problema de injegao
de um tracador no modelo dos cinco pogos (modelo utilizado para a simulagdo da
extragao de petroleo, escolhido devido ao grande niimero de experimentos computa-
cionais existentes na literatura — [1, 2]) e de um problema de contaminagio de um
aquifero.

2. Descricao do Problema

Consideremos o escoamento de dois fluidos incompressiveis, misciveis, em um meio
poroso rigido definido no dominio 2 C R2, representando um reservatério, de forma
que inicialmente os poros estao preenchidos com um fluido ao qual chamaremos de
residente. De forma seqiiencial o segundo fluido é injetado causando a expulsao
do fluido residente. A concentracao do fluido injetado é encontrada através da
resolucao do seguinte problema:

Problema C : Seja Q ¢ R? um dominio limitado com contorno reqular 0 de
normal exterior n e T > 0 um ndmero fixo. Encontrar o campo de concen-
tragao ¢ : Q x [0,T] — R tal que

Odc

Yo +V-(ue) - V-(DVe)=q em Qx(0,T), (2.1)

com as condigoes de contorno e inicial

DVe-n = 0 sobre 0Qx(0,T)
c(x,0) = ¢x) em Q
e a velocidade de Darcy u : Qx[0,T] — R? dada pela solugio do subproblema
eliptico
Vou=f em Qx(0,7) (2.2)
k
u= —;Vp em Qx(0,T) (2.3)
u-n=0 sobre 0Qx(0,T), (2.4)

onde p: Q x [0,T] — R € a pressao no poro, ¢ e k sdo a porosidade e a
permeabilidade do meio, respectivamente, p : Q x [0,T] — R € uma fungao
limitada que representa a viscosidade da mistura, f e q sao as fontes singulares
e D:Qx[0,T] — R* € o tensor difusio-dispersdo.

A dependéncia da viscosidade da mistura com relagao a concentragao do fluido
injetado é dada por p(c) = pres[l —c+ M1/4c]*4, onde a taxa de mobilidade M
é definida como M = pies/ Hinj, COIM [ires € [inj Tepresentando as viscosidades do
fluido residente e injetado, respectivamente. O tensor difusao-dispersao é dado por

D = D(u) = ayI + |u| (0 E(u) + ap E*+(u)),
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com .
E(u) = Wu ®u, EL(u) =1— E(u),
u

onde a,,, a; e oy sao os coeficientes de difusao molecular, dispersao longitudinal e
dispersao transversal, respectivamente.

Na resolucao numérica do Problema C é comum fornecer a velocidade de Darcy
calculada em um passo de tempo imediatamente anterior ao atual. Assim, podemos
desacoplar o subsistema eliptico e para um dado ¢ € [0, T fixo, formular o problema

Problema P : Dados a permeabilidade k, a viscosidade i e uma fonte f, en-
contrar o campo de pressao p : Q2 — R tal que

k
-V (;Vp) =f em Q. (2.5)
com a condi¢do de contorno

Vp-n=0 sobre 02

Esta formulagao, envolvendo apenas o campo p, obtida a partir da substituigao
da lei de Darcy (2.3) em (2.2) e (2.4), é normalmente referida como equacao da
pressao.

3. Equacgao da Pressao

Para o caso de coeficientes constantes a equagao (2.5) pode ser reescrita como
k
——Ap=f, (3.1)
I
onde A representa o operador Laplaciano em duas dimensées

3.1. Resolucgao via Diferencas Finitas

Tomando uma particao uniforme do dominio de forma que uma malha regular com
dimensao caracteristica h seja obtida, podemos aproximar o Laplaciano no né (4, j)
através do operador Laplaciano discreto com cinco nés

Ap =067 462,
onde

Pit1,5 +2Pij +Pi-1 Pij+1+2pi; + Pij1
Golpig) = =gt olpig) = =

e, assim, aproximar a equagao (3.1) através da equacao discreta

k
_;Ahpi,j = fi,j- (32)
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Denotando p = p(x;,y;), a solugdo exata para o Problema P com coeficientes
constantes, e p, = p; ;, & solugdo para o problema discreto, podemos apresentar o
seguinte resultado sobre convergéncia [5]:

Hp _thh,oo S Ch2|‘a4p||oov

onde [|0*p|lec é 0 miximo do mddulo as derivadas quartas de p no interior do
dominio. Na obtencao deste resultado, é utilizada a estimativa

1AL®P = §)lln.oc < ER7]|0"plloo,

que garante taxa quadratica para o Laplaciano do erro. Isto implica que, no calculo
da velocidade de Darcy, onde o gradiente da pressao é requerido, a utilizacao de um
operador de segunda ordem também fornecerd taxa quadratica.

A questao é que, para o problema estudado, tais taxas nao sdo verificadas ja
que a solucao exata carece de regularidade devido a natureza singular da fungao
f. Neste caso, a determinacao da pressao apresenta taxa de convergéncia apenas
linear na norma de [? discreto, ndo convergindo em [*°. Para contornar esta difi-
culdade, utilizaremos a técnica de remocao de singularidades proposta inicialmente
por Douglas et al. em [3], para o tratamento de fontes singulares aplicado em uma
aproximagao por Elementos Finitos para o Problema P.

3.2. Remocao de Singularidades

Para o desenvolvimento do procedimento de remocao de singularidades propomos
agora a decomposicao aditiva de p em uma parte regular e uma parte singular

p=p +p. (3-3)

Denotando ns o ntimero de pogos, podemos escrever
ns ns
S __ S —
P = E Dis f - E fi7
i=1 i=1

de forma que a parte singular p; satisfaca ao problema de Poisson em um meio
infinito sujeito a acao do termo singular f;:

Problema Ps : Dadas a permeabilidade k, a viscosidade 1 e uma fonte f;
encontrar o campo singular de pressao pf : R> — R tal que

—%Apf =f em R~ (3.4)

Escrevendo a fonte em termos do Delta de Dirac f; = dx, ( fi), sendo x; a posicio
onde se encontra a fonte e f; uma funcao constante, a solugao deste problema pode
entao ser escrita como funcao da posicao espacial x a partir de
fin

In(|x — x;]). 3.5
2 n(fx — ) (35)

p;(x) = —
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Substituindo (3.3) em (3.1) e utilizando o fato de que (3.4) é valida para Q C R?,
temos
Ap; =0 em €.

Assim, podemos escrever o problema regular como

Problema Pr : Dado Vp®, encontrar o campo regular de pressdo p™ : 8 — R
tal que
Ap"=0 em Q, (3.6)
com a condicao de contorno

Vp"-n=-Vp®-n sobre 0N

Desta forma, o Problema P, para o caso de coeficientes constantes, fica reescrito
através dos Problemas Ps e Pr, onde a parte singular é avaliada analiticamente.
Dada a maior regularidade da solu¢ao do Problema Pr, sua solugao numérica, via
Métodos de Diferencas Finitas, também deve apresentar taxas quadréticas de con-
vergéncia para a pressao e para a velocidade de Darcy.

3.3. Resolucao Numérica

Para o desenvolvimento do esquema ADI foi utilizada a discretizacao de cinco
nods para o Laplaciano. O campo de pressao é determinado a partir de um pro-
cesso iterativo onde, partindo de uma configuragao inicial, o campo é determinado
na nova iteragao utilizando-se dois passos de igual tamanho, segundo o esquema
de Peaceman-Rachford apresentado em [4]. No primeiro, a derivada segunda em
relacdo a x é calculada de forma implicita enquanto os termos da derivada segunda
em relacao a y sao avaliados a partir da configuracao anterior, isto é, explicita-
mente. A solugao intermediaria assim obtida é tomada como a nova configuragao
inicial. Para o passo seguinte tomamos o procedimento inverso, obtendo assim a
solu¢ao para a nova iteragao. Quando n — oo, pi'; — p;j, solugao do problema
estaciondrio (3.2). O processo se interrompe assim que uma medida de distancia
entre as solugoes de duas iteragoes consecutivas fornece um valor abaixo de uma
tolerancia ou quando o numero maximo de iteragoes é atingido. Assim, denotando
por T o tamanho do passo de cada iteracao, os dois passos (para cada itera¢ao) do
esquema ADI sdo dados por:

Primeiro Passo (Implicito em x)
Dij = Pij ko 2

Segundo Passo (Implicito em y)

+1_ =
ij —Pij

k _
— = (8%[p; ]+ 2 [prTY) = fis
7/2 1 ( I[pl’j] y Wi, g ]) 2y
Desta forma, para cada passo, resolvemos um problema analogo ao unidimen-
sional, onde a matriz dos coeficientes é tridiagonal, e reduzimos consideravelmente
o esforgo computacional na resolugao de P.
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3.3.1. Verificagao da Convergéncia

Apresentamos os resultados obtidos para a determinacdo do campo de pressoes e
da velocidade de Darcy correspondentes ao arranjo de cinco pocos em escoamentos
misciveis com razao de mobilidade unitaria. Os campos foram calculados utilizando
uma aproximagao diretamente sobre o Problema P com coeficientes constantes, e
uma para o caso de remocgao de singularidades, a partir da discretizagao do Problema
Pr. Ambas as discretizacgoes foram realizadas a partir de uma particdo uniforme de
um dominio quadrado de lado L = 1.854075, utilizando 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16 , 32 x 32
e 64 x 64 elementos. O critério de convergéncia adotado foi [} ™" — pi{|5,00 < 107°.

As Figuras 1 e 2 apresentam os graficos de convergéncia para as aproximagoes
da pressdo nas normas ||p — pullh,co € |[P — Prlln,2 calculados sem e com remogao
de singularidades, respectivamente. Para o caso em que nao hé remocgao, é obtida
convergéncia apenas linear em /2, ndo havendo convergéncia na norma do méximo.
O procedimento de remogao de singularidades recupera as taxas quadrédticas em
ambas as normas. O estudo de convergéncia para a velocidade é apresentado nas
Figuras 3 e 4. Neste caso a singularidade é ainda mais severa. Como conseqiiéncia
a aproximacao de Diferencas Finitas nao apresenta convergéncia nem mesmo em [2,
divergindo com taxa linear na norma do maximo, enquanto a técnica de remogao
de singularidades leva a taxas de convergéncia também quadraticas em ambas as
normas. Tais taxas também sdo obtidas para elementos lineares em [2], onde foi
utilizada uma aproximacao de Galerkin para o problema da Pressao e uma técnica
de Poés-Processamento para o campo de velocidades, conjuntamente a remocao de
singularidades.

4. Equacao da Pressao com Coeficientes Variaveis

4.1. Redugao de Singularidades

A técnica apresentada para a remocao de singularidades sobre o Problema P com
coeficientes constantes pode ser adaptada a situagao mais geral onde os coeficientes
sao varidveis, reduzindo a singularidade do problema a ser aproximado via métodos
de Diferencas Finitas. Por simplicidade, introduzimos a notagdo a = k/u. Pro-
pondo uma decomposicao aditiva para cada p conforme o procedimento para o caso
de coeficientes constantes e
p=Dpr+ prv
i=1

temos a equagao (2.5) escrita como

ns

~V - (aVp) =3V (V) =) fi

i=1

Tomando pf como solu¢do do Problema Ps com k/u = a;, e definindo

ns
S __ S . S __ S
p = E bis u; = —a;Vpj,
i=1
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Figura 3: Velocidade: sem remocao

Figura 4: Velocidade: com remocgao

podemos escrever o problema regular para o caso de coeficientes variaveis como

Problema Pr

Dados a permeabilidade k, a viscosidade p e u®, encontrar o

campo regular de pressao p” : ) — R tal que

~V-(aVp") == V- (3—1 u’ em
=1

com a condi¢do de contorno

ns

aVp' -n=

(4.1)

Q;

S
t.n sobre

09

o
i=1 "

O Problema Pr para o caso de coeficientes constantes, apresentado anteriormente,
é obtido a partir deste com o = «; = ¢4.. Este fato sugere que cada «; seja tomado
como o valor de a no ponto de aplicagao da fonte f;, de forma que a singularidade

seja reduzida.

Assim, o Problema P, para o caso de coeficientes varidveis, fica

reescrito através dos Problemas Ps e Pr, onde, em Ps, tomamos k/p = ;.
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5. O Problema do Transporte

Neste trabalho o Problema C é resolvido partindo dos valores do campo de concen-
tragao em um instante ¢,, que define os valores de p para o calculo da velocidade
de Darcy através de P. Com estes valores o campo ¢ é entao calculado em ¢,,41.

5.1. Esquema ADI

A equagao (2.5) para a pressao é aproximada segundo os operadores de diferengas

0 Op 1
s <a£) ~ 0.(ady)[piy] = w2 {a(i+1/23)pit1,j — [a(i+1/2) + ali-1/2)]ps

1,
+a(i-12§)pi—1,5},

1
~0y(ady)lpis] = 75 {alire)pigen = [aliiviz) + ali-z)lpi;

9 (0
oy \' Oy

Assim, conforme o procedimento descrito na secdo 3.3., os dois passos para a deter-
minacao do campo de pressao via ADI sao dados por:

1,J
—|—a(i,j71/2)pi7j_1} .

Primeiro Passo (Implicito em x)

5 aon
Pij — Dij

2 — {5;6((1535)[@,]‘} + 53/(‘152/)[1’21']} = iy

Segundo Passo (Implicito em y)

n+1 —
Di; —Dij N n _
= {0 ebn) i) + (a8 B = i

onde a = k/p.
O termo que envolve a velocidade de Darcy em (2.1) pode ser reescrito como

V-(uc)=cV-u+u-Ve=cf+u-Ve

e, para a aproximagao do gradiente, sao utilizados os operadores de primeira ordem

Jdc - 1 Cij —Ci—1,5 %
I e S ()

Expandindo o termo difusivo, temos:

0 Oc 0 Oc 0 Oc 0 Oc
V- (DVe) = 9z (Dll%) + oz <D128_y> + oy (Dgl%) + oy (D223_y> .

Ciyj — Cij—1

~ Oylei ] = A

2% 2%}
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As derivadas cruzadas sao aproximadas por

0 Oc 1 ) . . .

9 (a8_y> g ~ Og(ady)[ci;] = 2 {a(i+1,5)civ1 11 —ali+1,5)cit11
—a(i —1,5)ci—1 41 +a(i —1,j)cic1 -1},

0 oc 1 . .
gy (452)|, ~o@slen] = g 1atid + Dessrgin —ati g + Ve
—a(i,j —1)ciy1,5-1 +a(i,j —1)ei—1 -1}
Denotando por At o intervalo de tempo utilizado, e adotando os operadores
discretos apresentados, o esquema ADI para a aproximagao da equagao (2.1) é
dado por:

Primeiro Passo (Implicito em x)

Eiv | CZ j — n — n
@W + up6z[Ci ] + uydylci ;] = 0x(D116:)[Ci 5] — 0y (Da2dy)er’ ;]
— 0z(D126y)[c};] — 0y (Da1dz)[ci;] = gi';-

Segundo Passo (Implicito em y)

C?J-rl — Cj i
@JT/Q] + Uu0u[Cig] 4 uyby[c] T = 62(D1162)[Cg] — 6y (D226y)[c) 7]

= 0x(D120y)[Ci 5] — 6y(D2102)[Ci 5] = i)

onde as derivadas cruzadas sao tomadas explicitamente em ambos os passos.

5.2. Experimentos Numéricos

Nesta segao, apresentamos os resultados obtidos para a simulagao da injecao de
um tragador no modelo dos cinco pocos, e para a simulagao da contaminacao de
um aquifero, utilizando o esquema ADI apresentado e a técnica de remocgao de
singularidades.

5.2.1. Injecao de um Tracador

O caso particular do Problema C com razao de mobilidade unitdria modela processos
de injec@o de tragadores (elementos quimicos ou radioativos).

O dominio computacional implementado é um quadrado de lado L = 1000 ft,
onde a injegao e a producao ocorrem nos vértices inferior esquerdo e superior di-
reito, respectivamente. A porosidade é constante e vale 0.1. A difusdo molecular é
desprezada e os demais coeficientes sdo: «; = 10 ft, oy = 1 ft, k/p = 100 mD. E
injetado fluido na taxa ¢ = 200 ft?/dia, de forma que em 2000 dias é injetado um
volume total igual ao volume dos poros. O volume de tracador injetado é de 0.25%
do volume dos poros. Nas Figuras 5 e 6 sao apresentadas as curvas de nivel para
a concentragao obtidas para uma malha de 81 x 81 nds em 800 e 1200 dias, com
passo de um dia.
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cB16i0800d desc a6l 12000 desc

Figura 5: 81 x 81 nés, 800 dias Figura 6: 81 x 81 nés, 1200 dias

5.2.2. Contaminagao de um Aquifero

Neste problema simulamos a contaminacao de um aquifero confinado de dimensoes
1000.0mx 1000.0m, limitado em seus bordos laterais por divisores d’agua e cuja
diferenca do valor da carga hidraulica entre os bordos superior e inferior é de 1.0m.
Nas posigoes (250.0,250.0) e (550.0,750.0) estao localizados dois pogos que pro-
duzem &gua as taxas de 300.0m?/dia e 150.0m? /dia, respectivamente. O regime de
escoamento é determinado através de um problema anédlogo ao Problema P, onde
utilizamos a transmissividade do aquifero, T= 100.0m?/dia.

Supomos a ocorréncia da infiltracao de um contaminante com concentragao
Cy, numa regiao retangular de comprimento 50.0m e largura 20.0m, localizada em
(850.0,950.0). Pretende-se desativar o pogo superior até que o contaminante tenha
sido extraido pelo poco inferior. Para tal é estudado o transporte para os dois ca-
sos: com apenas um e com os dois pogos produzindo. O dominio foi discretizado
em uma malha centrada de 101 x 101 nés e a contaminacao foi implementada como
condic¢ao inicial para o problema do transporte, de forma que aos nés da faixa con-
taminada foi atribuida concentragao igual a Cy. Os demais dados para o problema
sdo: ¢ = 0.20, a,, = 0, oy = 10.0m e oy = 1.0m. Em todas as simulagoes, foi
utilizado o passo de 1 dia.

Nas Figuras 7 e 8, apresentamos as trajetorias das particulas para os dois casos
(com 1 e 2 pogos), indicando a regiao onde foi suposta a contaminacao inicial. Pelas
trajetorias da Figura 8, observamos que o transporte do contaminante é determinado
pela dindmica do escoamento estabelecida pelos dois pogos. A Figura 9 mostra a
pluma de contaminante apds 500 e 1000 dias de bombeamento.

Os gréaficos da Figura 10 mostram o volume do contaminante, relativo ao vol-
ume inicial, existente no reservatério em funcao do tempo, durante 2500 dias de
bombeamento de um ou de ambos os pogos. Eles evidenciam a influéncia do poco
superior na extragao do contaminante, conforme esperado pela anélise da Figura 8.
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Figura 7: Trajetérias para 1 pogo. Figura 8: Trajetdrias para 2 pogos.
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Figura 9: Transporte para 1 e 2 pogos.

6. Conclusoes

A resolucao do problema da Pressdo com coeficientes constantes e fontes singulares
utilizando o esquema classico de Diferengas Finitas fornece apenas convergéncia
linear na norma do 2, ndo convergindo em [*. Este fato é refletido diretamente
no célculo da velocidade de Darcy, necessaria para a resolugao do problema do
Transporte. A técnica de remocao de singularidades proposta recupera as taxas
de convergéncia quadraticas caracteristicas de problemas regulares. A utilizagao
desta técnica, conjuntamente ao emprego do esquema ADI, resulta em um método
eficiente e preciso para a simulagao de escoamentos e transporte de poluentes em
reservatorios de aguas subterraneas.
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Figura 10: Volumes relativos do contaminante para bombeamento de 1 ou 2 pogos.
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