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Resumo. Este trabalho visa ilustrar os fundamentos tedricos utilizados na simu-
lagdo do modelo deterministico (SEIR) de transmissdo da dengue proposto por
Newton e Reiter [6] associado ao modelo proposto por Jansen e Lloyd [4] para
sistemas “multi-patch” com o intuito de investigar o efeito da migragao em redes de
populagoes acopladas.

1. Introducao

O mecanismo de transmissao de uma doenga é conhecido para a maioria das
doencas infecciosas; no entanto, as interagoes ocorridas na transmissao sao muito
complexas, fazendo-se necessario a estrutura formal de um modelo matemadtico.
Estes modelos mateméticos permitem simulagoes que oportunizam experimentar a
progressao de uma epidemia.

A dengue é um dos principais problemas de saide piblica no mundo. A Orga-
nizacdo Mundial de Saide (OMS) estima que cerca de oitenta milhdes de pessoas
se infectem anualmente em cem paises de todos os continentes, exceto a Europa. A
dengue é uma doenca infecciosa, a qual tem como principal transmissor o mosquito
Aedes Aegypti, espécie domesticada e urbana. Os quatro sorotipos do virus da
dengue sao denominados DEN-1, DEN-2, DEN-3 e DEN-4. A infec¢ao por qual-
quer um dos quatro sorotipos pode provocar um amplo espectro de reagoes no ser
humano, desde infecges assintomdticas (pélo “benigno”) até a forma hemorrigica
da doenca, no outro pdlo. Apés a infeccao, o individuo desenvolve imunidade per-
manente para aquele sorotipo especifico.

Na secao 2, apresenta-se o modelo epidemioldgico SEIR para a dengue, o mo-
delo para sistemas multi-patch e a associacao dos dois modelos para que se possa
considerar a migracao entre as espécies, bem como o cédlculo do ntimero de repro-
dutibilidade basal em redes de populagoes acopladas. Na segao 3, apresentam-se
resultados numéricos obtidos.

1Pesquisa realizada com suporte da CAPES.
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2. O Modelo

Nesta secao, apresenta-se o modelo epidemiologico SEIR de transmissao da dengue
proposto por Elizabeth Newton e Paul Reiter [6] com o objetivo de avaliar a
progressao de uma epidemia considerando a iteracado de uma populacao hipotética.
O modelo é composto por sete compartimentos ou classes que mudam de magni-
tude com o tempo e que representam os diferentes estdgios da doenga. Sao incluidos
individuos de todas as idades e de ambos os sexos e, em relagao aos mosquitos, so-
mente as féemeas adultas, pois somente elas sao hematéfogas. Usaremos as seguintes
notagoes para designar as varidveis de estado para a populagdo humana séo: Sy ()=
nimero de individuos suscetiveis no instante t, £}, (t) = ntmero de individuos ex-
postos no instante ¢, Ij,(t)= nimero de individuos infectados no instante ¢, Ry (t)=
numero de individuos recuperados no instante t. A notagdes que usamos para
designar as varidveis de estado para a populacdo do vetor (mosquito) sdo: S,(t) =
nimero de mosquitos suscetiveis no instante ¢, F,(t) = numero de mosquitos ex-
postos no instante ¢, I,,(t) = numero de mosquitos infectados no instante ¢t. Note-se
que para a populacao do vetor a classe de recuperados é desconsiderada, pois, uma
vez que o mosquito esteja infectado, permanece assim até a morte, tendo em vista
que sua expectativa de vida é curta.

A dindmica do modelo proposto por Newton e Reiter é descrita pelo sistema
auténomo de equagoes diferenciais ordindrias nao-lineares:
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onde, para os humanos, M} é a expectativa de vida e Mih representa as taxas de

natalidade e mortalidade, Dj, é o periodo latente intrinseco e Dih representa a taxa
na qual as pessoas passam da classe dos expostos para a classe dos infectados, P,

é a duracao da infecgao e % representa a taxa de recuperacao da doencga. Para
os mosquitos: M, é a expectativa de vida do mosquito e ML representa a taxa de
v
mortalidade, D, é o periodo latente extrinseco e DL representa a taxa na qual
v

os mosquitos passam da classe dos expostos para a classe dos infectados, K é a
capacidade de suporte ambiental do vetor e Mﬁv representa a taxa de recrutamento
para a classe dos suscetiveis (maturacao dos mosquitos), cp, = an,ps ¢ a taxa efetiva
de contato, humano para vetor, c,, = a,,p; ¢ a taxa efetiva de contato, vetor para

humano, onde: ay, é a probabilidade de um humano infectado transmitir o virus
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para um vetor suscetivel durante a picada, a,; ¢ a probabilidade de um mosquito
infectado transmitir o virus para um humano suscetivel durante a picada, ps; é o
numero de picadas por mosquito suscetivel por dia e p; é o nimero de picadas por
mosquito infectado por dia.

A populacao total de humanos, N, = Sy, + Ey + 1, + Ry, é considerada constante
(pois todos os nascimentos e mortes ocorrem a taxas iguais, todos os recém-nascidos
s@o suscetiveis e consideram-se apenas mortes naturais) e, portanto, sua variagao é
nula. Constata-se também que a populagao total de mosquitos tende rapidamente
para K (capacidade de suporte ambiental), de forma a ser possivel assumir que
N, é constante e dada por K = S, + E, + I,. Buscando as solugoes do estado
estaciondrio (pontos de equilibrio), igualam-se as equagoes do sistema (2.1) a zero.
As solugdes do sistema sdo: ponto de equilibrio livre da doenga Ey= (S}, 0, 0, 0,
5%, 0,0), onde S; = Nj e S; = N, e o ponto de equilibrio endémico E; = (S}, Ej,

P Ri. S5 3L ID).

Apresenta-se agora o modelo proposto por Jansen e Lloyd [4] para sistemas
“multi-patch”, ou seja, uma populagao é considerada como sendo composta por uma
colecao de subpopulagoes menores (“patches”ou sitios) entre as quais os individuos
migram. O arranjo dos sitios e a jungao deles é descrito por uma matriz. Considera-
se um sistema de n sitios com k espécies interagindo. Por simplicidade, supoe-se
que todos os sitios sao ambientes idénticos, é por isso que, na auséncia de migragao,
a dinamica local em cada sitio é definida por:

2= ), G=1..m, (2.2)

onde f : R* — R* ¢ uma funcéo vetorial. Quando considera-se a migracdo entre
os sitios, a dinamica de populacao do sistema passa a ser definida por:

n
= )+ YoM =1 @)

=1

onde Mj«; é uma matriz diagonal, com elementos m e é descrita como a migragao
entre as espécies. C' é uma matriz n x n, onde C' = ¢;; descreve a estrutura do
sistema e é o mesmo para todas as espécies. Os elementos da diagonal da matriz
C, c¢cii = —1, representam os individuos que deixam um determinado sitio e os
elementos fora da diagonal da matriz C, ¢;; > 0V i # j, representam os individuos
que migram do sitio 7 para o sitio j.

Conhecer a solugao do sistema significa saber a configuragao de cada sitio, isto

é, a populacao de cada espécie em cada sitio. Representando por j = 1,2,...,n,
um indice do sitio, entdo a solugao tem a forma X(¢) = {z;,j = 1,2,...,n}. No
equilibrio homogéneo, tem-se a solugao dada por X = (7,...,7)7T, isto é, f(T) = 0,

onde T é o equilibrio do sistema (2.2).

Uma das hipéteses assumidas é que a migragao preserva o ntimero de individuos.
Assim, o nimero de individuos que deixam um sitio particular tem que se igualar
a soma dos individuos que chegam a outros sitios.

Com isso tem-se que Z_?:lcij =0, Vi. Desta forma, C' tem um autovalor zero
associado ao autovetor & esquerda (1,...,1)T. Usando essas propriedades adicionais
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de C mencionadas, segue do teorema de Gerschgorin [[2], [5]] que todos os autova-
lores nao nulos de C' tém parte real negativa.

Para que o equilibrio homogéneo seja solugao do sistema, é necessario que o
nimero de migrantes que deixam um sitio combine com o nimero de migrantes que

n
chegam a este sitio. Neste caso, Zcij =0,Vj.
i=1
Ao considerar n grande, percebe-se que analisar a estabilidade de sistemas de
dimensao n X k nao é uma tarefa facil. Por isso o seguinte resultado simplifica
este problema, reduzindo a anélise da estabilidade para n sistemas desacoplados de
dimenséo k [4].

Teorema 2.1. Seja M uma matriz k X k e C uma matriz n X n com n autovetores
linearmente independentes. Seja f : RF — RF uma funcdo vetorial de classe C' e T
é uma solugdo de equilibrio de (2.2), ou seja, f(T)=0. O sistema (2.3) linearizado
em torno do equilibrio T pode ser transformado em n sistemas desacoplados da
forma:

¥ = (Df(Z) + \M)x, i=1,2,...,n, (2.4)
onde \; sao os autovalores de C.

O fato de C ser uma matriz simétrica, garante que C tem n autovetores
linearmente independentes. Neste caso, os autovalores de C' serdo reais, mas nao
necessariamente distintos.

Este modelo para sistemas “multi-patch”é associado ao modelo SEIR para a
dengue, que é composto por sete compartimentos (k=7). Ao se considerar a mi-
gracao dos individuos na rede de populagoes acopladas de um modelo para a dengue,
é importante salientar que esta é considerada apenas para os humanos pertencentes
as classes dos suscetiveis, expostos e recuperados, pois quando os individuos per-
tencem a classe dos infectados, eles devem permanecer em repouso, por esta razao
nao migram. Os mosquitos adultos (considerados no modelo) também nao migram,
pois voam pouco durante seu tempo de vida. O fluxo entre os compartimentos é
agora descrito por (2.3), onde:
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onde X; = (Shj,Ehj,Ihj,th,SUj,Evj,fvj) V] = 1,2,...,7’L e

M = diag(m,m,0,m,0,0,0), (2.6)
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onde m é a taxa de migragao e 1 representa o tempo de permanéncia em cada
sitio. i

CALCULO DO NUMERO DE REPRODUTIBILIDADE BASAL PARA A DENGUE PARA
A REDE DE POPULAGOES ACOPLADAS.

O numero reprodutivo basico da doenca, Ry, é essencialmente o nimero médio
de infeccoes secundarias que um individuo infectado é capaz de produzir quando é
introduzido em uma populagao hospedeira onde todos os individuos sao suscetiveis.
Quando uma infeccdo se estabelece, a fracdo inicial de suscetiveis comega a de-
crescer. No equilibrio, cada infeccao ird, em média, produzir uma infeccao se-
cundaria, isto é, Ry=1. Em uma populagao parcialmente imune, o nimero repro-
dutivo efetivo R; serd dado por Ri= RS, onde S é a fracao da populagao hos-
pedeira que é suscetivel, conforme Anderson e May [1]. Para encontrar o ntimero
reprodutivo bésico Ry para a rede de populagoes acopladas, monta-se a matriz Ja-
cobiana associada ao sistema (2.4), no ponto de equilibrio Ey = (S},0,0,0, S;,0,0)
(equilibrio livre da doenga), onde S = Nj e S} = N, e \;, i=1,...,n, corresponde
aos autovalores da matriz C:

ail 0 0 0 0 0 —Cyph
0 a922 0 0 0 0 Cuh
0 p- ass 0 0 0 0
Df(EO) = 0 0 Pih a44 0 0 0 , (27)
0 0 —chy* 0 as 0 0
0 0 cwyr 0 0 ag O
0 0 0 0 0 DLU a7
onde:
1 i 1 1 i 1 1
all = ——— M, Gy = —— — —— im, a3 = —— — —,
11 iR 22 Dy M, 33 P M,
B ) 1 1 1 B
Q44 = M, im,  ass = M, Q66 = D, M, ar7 = as5.
Os autovalores obtidos da equacao caracteristica referente & matriz Jacobiana
1
(2.7) séo Ulz—ﬁ e 02’3:_M + \;m, restando um polinémio de quarto grau da
h

v
forma: P(c) = 0% + a10® + a20? + azo + a4 onde
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= PaMpDy(My +2Dp) + DyMy(2Dy Pr + D My),

Dy My Py M, (1 — A\imDy),

= MiNyM,(2DDy + Dy M, + Py M,) + Dy Ny M My, (2P, + D,),
Dy, Py Ny M, Dy (M, + 4My) + Py Mj Ny, My, (D, + 2D,),

My Ny My Dy(Py + My) + Dy Py My Ny Do (1 — 20imM,),

—Dp MuAim N, M (Py My, + PyDy + My D),

DpNu(PyMj + MiM, + M Dy) + Py Mj Ny (M, + Dy),

N My (2D PoDy + Py My M, + M M,) + 2Py My, N My, (Do + Dy),
2My, Ny Dy My (M, + D) + Dp My Ny (2P, Dy + M),

Dy M7 X\imN, M, (2D, + M, + P1,),

= DpPyMyNu(MpAimD, + 2\;mD, M, + \;mM_),

= N,D,M?P,D,M?2.

Er L ~T oo w e
I

Para verificar se o equilibrio Ey é estavel, testar-se-ao as condigoes do critério
de Routh-Hurwitz, que sao:

1. a1 >0; a3 >0; ag > 0;
2 2
2. a1a2a3 > a5 +ajaq.

Utilizando o pacote de légica do software Maple 5 e lembrando que todos os
parametros envolvidos no modelo séo positivos (ou seja: My, > 0, M, > 0, Dy > 0,
D, >0, P, >0,con>0,cp, >0, N, >0, N, >0em > 0) e \; <0, todas
as condicoes necessarias e suficientes para o equilibrio ser estavel sao satisfeitas,
com excecao da condigao onde ay > 0. Portanto, Ey instavel implica ay < 0. Da
expressao ay < 0, apos algumas simplificagoes:

Ny M M My pooq (2.8)
— CyohCho . .
Ny Y (M, = AimD My, + Dy) (M, + Py) (M, + Dy) "

Entretanto, como se supoe que C é uma matriz simétrica, entao —2 < \; < 0,
A; real, a desigualdade (2.9) se cumpre Vi <= (2.9) se cumpre para o maior \;
(Amaz), t =1,...,n. Portanto:

Ny M My My posq (2.9)
— CyhChu . .
Ny P M = NnaemDp My, + D) (M, + Py) (M, + Do) "

Como 0 A\jee = A1 = 0, tem-se a seguinte expressao para Ry:

R —&c c M M My P
O Ny M (M, + D) (M, + Br) (My + D)

Com isso, nota-se que a migragao nao influencia no valor do Ry.
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3. Resultados numéricos

Neste trabalho AS simulagoes foram feitas considerando a populacao dividida em
redes com 2, 3, 5 e 7 sitios, porém apresentar-se-ao alguns resultados referentes a
rede de populagoes dividida em 5 sitios. Dois diagramas foram considerados para
representar o caminho percorrido de um sitio para outro.

i\‘/é P
i./'\ ]

3H4

Caso 1 Caso 2
Figura 1: Populagao dividida em 5 sitios.

A seguinte matriz C, simétrica, descreve a estrutura do sistema para o primeiro
diagrama (caso 1):

|
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cujos autovalores sao: \; =0, Ay = —%, A3=—7eN5= —%.
A matriz C para o segundo diagrama (caso 2) é:

-1 X 0o o 1
151108
2 2

c=|0 4+ -1 L 0],
AR I
5 0 0 5 -1

cujos autovalores sao: Ay =0, Ao 3 = —g + i\/g e M5 = —Z — i\/g

Os valores de m escolhidos, apés algumas simulagoes realizadas, estdo especi-
ficados em cada figura. Os valores iniciais atribuidos as varidveis de estado para
o modelo (SEIR) de transmissdo da dengue, onde a populagao foi dividida em 5
sitios, sao: Sk, =Sh,=Sh,=5h,=5h;=2000, E}LJZI}IJ.ZR;LJ.ZO, para j = 1,...,5,
Sy, =2074, Sy, =8y, =5, =85,,=2075, E,,=0 para j = 1,...,5, I,,=1, I,, = I,; =
I,, = I,, = 0. Os valores dos parametros do sistema usados nas simulagdes sdo:
anry=0,75; a,,=0,75; bs=0,5; b;=1,0; c,=0,375; c,;,=0,75; K=20000; M};=25000
dias; M,=4 dias; D=5 dias; D,=10 dias e P,=3 dias e foram extraidos de Dye
[3], Newton e Reiter [6] e Sheppard et al. [7]. Nas Figuras, p1, pa2, ps, P4, P5 € Dt
representam as populagoes no sitio 1, 2, 3, 4, 5, e populacao total, respectivamente.
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Figura 2: Curva de epidemia da dengue para a metapopulacao dividida em 5 sitios

(casol) onde (a) m = 0,01;

(e) m = 0,0005 e

(f) m = 0,0001.

(b) m = 0,005;

(¢) m = 0,002;

(d) m = 0,001;
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Figura 3: Curva de epidemia da dengue para a metapopulacao dividida em 5 sitios
(caso2) onde (a) m = 0,01; (b) m = 0,005; (c) m = 0,002; (d) m = 0,001;
(e) m = 0,0005 ¢ (f) m = 0,0001.
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O método numérico utilizado foi o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
O sistema foi implementado em linguagem Fortran 90. As Figuras 2 e 3 fornecem
a curva de uma epidemia de dengue para uma rede de cinco populacoes acopladas,
que foram obtidas analisando o intervalo [0, 400] dias e com passo h = 0,5. Das
Figuras 2 e 3 nota-se que quanto maior o tempo de permanéncia em cada sitio,
ou seja, quanto menor o valor de m, o nimero total de casos de dengue sofre um
pequeno acréscimo. Percebe-se também que quando se tem uma taxa de migragao
pequena, a populagao total apresenta mais de um pico de epidemia. Na Figura
2, a populacao total foi dividida em 5 sitios de modo que apenas o sitio 1 tivesse
mosquitos infectados e este tem contato com todos os outros sitios. Na Figura 2(d),
(e) e (f) vé-se com clareza os dois picos da epidemia. Na Figura 3, a populagao total
foi dividida em 5 sitios de modo que apenas o sitio 1 tivesse mosquitos infectados e
este tem contato apenas com o sitio 2 e 5, 0os quais, por sua vez, tém contato com
os sitios 3 e 4, isto faz com que a epidemia demore para acontecer nos sitios 3 e 4.
Neste caso, na Figura 3(d), (e) e (f) vé-se com clareza trés picos da epidemia.

Abstract. This work illustrates the theorical fundaments used in a deterministic
model simulation (SEIR) of the dengue transmission proposed by Newton and Rei-
ter [6] associated to the model proposed by Jansen and Lloyd [4] to multi-patch
systems in order to investigate the migration effect in coupled map lattices.
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