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Resumo. Neste trabalho apresenta-se um método numérico para simular escoa-
mentos viscoelasticos com superficies livres de fluidos de segunda ordem com elas-
ticidade moderada. As equagdes governantes sao resolvidas utilizando uma técnica
de diferencas finitas baseada na metodologia GENSMAC. Uma malha deslocada é
empregada e particulas marcadoras sdo usadas para representar a superficie livre
do fluido. O método numérico apresentado nesse trabalho é validado utilizando
escoamento totalmente desenvolvido entre duas placas paralelas.

1. Introducgao

O estudo numérico de escoamentos de fluidos poliméricos é de interesse industrial,
ganhando popularidade a partir de aplicagoes em processamento de polimeros, como
por exemplo em processos de extrusao de fibras, enchimento de recipientes, enca-
pamento de fios, entre outros. Atualmente, existem muitas técnicas capazes de
resolver escoamentos complexos de fluidos newtonianos com superficies livres (ver
por exemplo os trabalhos de Shy [14] e Gabriel et al. [7]. Fluidos ndo-newtonianos
descritos pelos modelos de Maxwell e Oldroyd-B tém sido estudados por muitos
pesquisadores e uma ampla variedade de técnicas para simular escoamentos gov-
ernados por esses modelos podem ser encontrados nos trabalhos de Ryan e Dutta
[13], Yoo e Na [18] e Liang e Ozetkin [10], entre outros. Escoamentos viscoeldsticos
governados pelo modelo de fluidos de segunda ordem (SOF) foram estudados por
Gast e Ellingson [8] que utilizaram o cédigo Fidap e os resultados numéricos foram
apresentados para o problema do inchamento do extrudado de fluidos com baixa
elasticidade (ver também Crochet et al. [3] - [4] e Mitsoulis [11]).

Motivados pelo estudo de escoamentos incompressiveis de fluidos de segunda
ordem com elasticidade moderada, apresentamos uma técnica numérica baseada
na metodologia GENSMAC utilizando diferengas finitas em uma malha deslocada,
descrita no trabalho de Tomé et al. [15] para fluidos newtonianos. O método
desenvolvido é validado através de solugoes exatas para o escoamento bidimensional
entre duas placas paralelas.
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2. Equacgoes Basicas

As equagbes governantes para escoamentos incompressiveis de fluidos de segunda
ordem sdo, conforme Bird [2], a equagdo de conservagao de quantidade de movimento
(2.1), a equagdo de conservagao de massa (2.2) e a equacido constitutiva para fluidos
de segunda ordem (2.3), como segue:

7]
p(a—ltl+v-uu):—Vp+V~‘r+pg, (2.1)
V-u=0 e (2.2)
=10 {D+)\2]%+)\4(D-D) : (2.3)

onde 7y, A2 € A4 sdo propriedades materiais e D é o tensor taxa de deformagao. O
. . N .
tensor D e a derivada convectiva D sao definidos por:

D=(Vu+(Vw’ e D= D%D —(Vu)"D - D(Vu) . (2.4)
O operador derivada material é definido por %D = %—lt) + V- (uD). Para re-
solver as equacdes (2.1), (2.2) e (2.3) sao necessdrias condigdes de contorno e iniciais
para o campo de velocidades u. Nas fronteiras rigidas é suficiente a condicao de
nao escorregamento (u = 0) e nos injetores a velocidade ¢é prescrita por u = Ujp;.
Considera-se um fluido viscoso escoando em uma atmosfera passiva (onde assume-se
pressao zero), de forma que as componentes normal e tangencial da tensdo devem
ser continuas através da superficie livre. Assume-se também que os efeitos da tensao
superficial podem ser desprezados e na superficie livre as seguintes condicoes, apre-
sentadas no trabalho de Batchelor [1], devem ser satisfeitas:

n-(c-n)=0 e m-(oc-n)=0, (2.5)

onde n e m denotam os vetores unitarios normal e tangencial a superficie livre e
o = —pl+ 7 é o tensor de tensoes. Investigar-se-a escoamentos bidimensionais com
superficies livres em coordenadas cartesianas. Assim a equagao constitutiva (2.3)
pode ser escrita na forma:

T =ng (D™ + @) , 7 =ny (DY +d"Y) e 1Y =10 (DY +dY) . (2.6)
onde as fungoes ®7%, d*Y e PYY sao dadas por:

2 2 D(D*® 2
DT =), |4 Ou + @Jr@ —A2 ( )+4 9u +2@ a—u+@ , (2.7)
Ox Oy Ox

Dt Ox oy \dy Ox
D(D™)  Oudv  Ou @}

+ ot

o™ = —2 —
Az { Dt Or dx Oy Oy
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v\ 2 u  ov\?
vy __ i - - —
? ‘A“[“(ay) +(ay+8m)} 7o oy

As componentes do tensor taxa de deformagao, definido na equagao (2.4), sao:

me*%@fﬁﬁ(%+@ﬂ.@$

ou ou  Ov ov
D** =2— D¥ = — 4+ — DY =2~ . 2.1
ox’ Oy Ox ¢ Oy (2.10)

Introduzindo a equagdo (2.6) na equagao (2.1) obtém-se:

du  O(u?)  IA(uw) dp  mo [0*u  O*u 0D 9B
ou 9P Mo ou o " 11
ot + ox + Ay ox + p | 0x? + oy? + ox + Ay T e (2.11)
o O(uv)  (v?) Op  mo [0%v 0% 9BV 9PYY
v __9p m |0 O . 2.12
ot Oz + Oy Oy + p | 0x? + 0y? + ox + dy o ( )

Sejam L e U valores de referéncia para o comprimento e para a velocidade. Para
resolver as equagoes (2.7)-(2.12) emprega-se a seguinte adimensionalizagao:

x:L:E,y:ng,u:Uﬁ,v:UT),t:%f e p=pU%. (2.13)

Introduzindo essas varidveis adimensionais nas equagoes (2.6)-(2.12) obtém-se
as seguintes equacdes adimensionais®:

0 0
8—Z + a—Z =0, (2.14)
ou  OW?)  Owv)  9p 1 [0%u  O%u , 0D & 9P 1
%" or T oy~ or o Relow "o T ow ooy | Fede (19
ov  Ouwv) | O(v?) _Op 1 [0%0 0%  0d™  9dv 1
ot + ox + Oy 0Oy Re|0x? + Oy + Ox + Oy + Fr2dv (2.16)
T :E(D + %), 7 :E(D + o) e 7T :E(D +oY) , (2.17)

onde D*® D™ e DY sdo definidos pelas equagbes em (2.10) e as fungdes nao-
newtonianas podem ser escritas como:

T ou 2 ou ov 2
d _5[4 (%) +<a_y+%) ]—De

3As barras foram removidas para simplificar a notacao.

Dt Ox oy \oy " ox)|"’ (2.18)

D) () 500 (e, )
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D(D*)  Oudv = Oudv
Yy _ __ _ - - -
¢ =2De { Dt 9z dx Oy By] (2.19)
ow\> [Ou v\’ D(DY) ov\? v (Ou v
OV —fla 2 et M —Del— 4 = 2— | —+— 2.2
K{ (3y) +(6y+5’$> } ‘ pr " (8y)+ 1 (8y+3w) (220
onde Re = ”;]—OL, Fr= % e De = ’\2LU sao os numeros adimensionais de Reynolds,

Froude e Deborah, respectivamente. O ntumero adimensional x é definido como
K= )“‘TU Para escoamentos cisalhantes simples em regime permanente, os parame-
tros materiais Ay e A4 sdo conhecidos como o primeiro e o segundo coeficientes de
diferenca de tensoes normais, definidos por:

N1 Ti1 — T22 N2 T22 — T33
L~ (D)2 (Dev)2 oAz € F2 = Dey)2 (Dev)? MoA4

De acordo com Bird [2], | A4 & 5 |X2| e portanto, a contribuigéo do segundo coe-
ficiente de diferenca de tensoes normais pode ser desprezada. Além disso, nesse tra-
balho iremos considerar escoamentos que atingem regime permanente e portanto, o
efeito das derivadas materiais que aparecem nos termos nao-newtonianos da equagao
constitutiva, definidos pelas equagdes (2.18)-(2.20) seréd desprezado.

3. Método Numeérico

Para resolver as equagdes (2.14)-(2.20) emprega-se uma metodologia baseada no
algoritmo GENSMAC, descrita no trabalho de Tomé et al. [15] para fluidos newto-
nianos generalizados. Supbe-se que o campo de velocidades u(x,¢,) é conhecido e
que sao dadas condigoes iniciais e de contorno para a velocidade e para a pressao.
A velocidade e a pressdo no tempo t = t,, + dt sdo calculadas utilizando o seguinte
procedimento. Inicialmente, utilizando u(x,t,) calcula-se as componentes do ten-
sor taxa de deformacao D**, DY e DYY e em seguida ®7%, ®*Y ¢ ®Y¥ para todos
os pontos da malha. As equagOes de diferencas finitas para calcular ®*% ®*¥ e
DYV sdo apresentadas na secao 4.1. Seja p(x,t) um campo de pressdo que coincide
com a condi¢ao de pressao na superficie livre. Esse campo de pressao é calculado
através da equacao (2.5). Detalhes sobre os calculos de p(x,t) sdo apresentados na
segao 4.2. Inserindo p(x,t) em (2.15) e (2.16) calcula-se um campo de velocidades
intermedidrio u(x, t):

o O(u?)

ot ox oy = Oxr Re |0x2  0Oy? ox Ay 29 ’
ov  Ouwv) | O(v?) _op 1 v v 0P 9DV 1
ot + Oz + 0y Oy Re|0x2 0Oy Ox Oy + Fr2dv (3.2)
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com u(x,t,) = u(x,t,) e as condi¢oes de contorno apropriadas para u(x,t) em
t =t,. As equagoes (3.1) e (3.2) sao resolvidas através de um método de diferengas
finitas explicito. Pode ser mostrado (no trabalho de Tomé et al. [15]) que u(x,t)
possui a vorticidade correta no tempo ¢, contudo u(x,¢) ndo conserva massa. Seja
u(x,t) definida por:

u(x,t) —u(x,t) = —=Vy(x,t) , (3.3)

onde 1(x,t) é uma fungio com a seguinte propriedade:

V3(x,t) = V- u(x,t) . (3.4)

Utilizando (3.4) e (3.3), u(x,t) conserva massa e¢ contém a vorticidade correta
no tempo ¢. Uma equagdo para a pressdo é obtida subtraindo (2.15) de (3.1) e
(2.16) de (3.2):

d(u — 1)

) = V. t) — B, ) - (3.5)

Introduzindo (3.3) em (3.5) obtém-se:

0

—5 VY (X 1) = =V(p(x,t) — plx,1)) - (3.6)

Comutando os operadores na equagao (3.6), obtém-se:

oP(x,1)
Tl (3.7)

p(X, t) = ﬁ(x7 t) +

4. Aproximacao por Diferencas Finitas

Para resolver as equagbes (3.1)-(3.7) emprega-se o método de diferengas finitas
em uma malha estruturada deslocada, conforme descrito no trabalho de Harlow
e Welsh [9]. Nesse tipo de malha, a pressdo e as componentes nao-newtonianas
sao posicionadas no centro da célula, enquanto que as componentes da velocidade
sao deslocadas em fatores de %x e %y. As células da malha podem ser de varios
tipos: células vazias (E) se nao contém de fluido; células cheias (F) se contém fluido
e nao possuem faces em contato com células vazias; células de superficie (S) se
contém fluido e possuem pelo menos uma face em contato com faces de células
vazias; células de contorno (B) se definem contornos rigidos; células de injetor (I)
se definem o injetor e células de ejetor (O) se definem o ejetor.

As derivadas temporais nas equagoes de quantidade de movimento (3.1) e (3.2)
sao aproximadas através de um método explicito, por exemplo Euler ou até mesmo
um método de Runge-Kutta de quarta ordem, e as derivadas espaciais sao dis-
cretizadas por diferencas centrais. Os temos convectivos sao aproximados por um

método upwind de alta ordem, nesse trabalho foi empregado o método VONOS
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descrito no trabalho de Varonos et al. [17] e os detalhes da implementac¢ao podem
ser encontrados em Ferreira et al. [6]. Considerando o método de Euler explicito?,
as componentes da velocidade intermediaria u(x, ¢) sao calculadas pelas seguintes
equagoes:

~ Dit1,j=Pij
Uiy, —ui+%,j+5t {—conv(uu)|i+%’j—conv(vu)|i+%‘j < 52
1 ui+%,j_2ui+%,j+u'*%xj +“i+%,j+1_2“i+%,j+“i+%vﬂ'*1 + it — PP
Re Sx® 5y? o (4.1)
zy  H®TY
i+1.5+3 i+5.0-% 1
+ 2 2 2 2 + gg; e
dy Fro
D= Pij+1=Pij
Uiyl =Vl +6t {—conv(uv)}i,j+%—conv(vv)|i‘j+% ( 5
1 [Vigrg4d ~ Piged tViciged Yiged m 20t
T 4.2
Re dx? 5y? (4.2)
Y, =Y, Yy vy
i3ty it +q’i,j+1 — 5 L g
' dx dy Fry7Y
onde os termos conv (uw) }i+§,j’ conv (vu) |i+%7j, conv (uv) ‘m_Jr% and conv(vv) ’i,j+%

representam os termos convectivos, respectivamente.
A equagao de Poisson (3.4) é discretizada no centro da célula através do operador
laplaciano de cinco pontos:

Yitrg = 205t ¥iny | Wignn — 205t i1 Yitgg —Y%i-3.q n Vigty ~ Vi
ox? oy? ox oy

As velocidades finais sao obtidas discretizando a equagao (3.3):

L ity = Pig s Vigi1 = i
wt :ui-}—%,j_(#)a o™t (;

. . . =V, ;,1 —
it+3.7 Sz e ity 5y

4.1. Calculo das Fungoes &% d*Y e d¥Y

No célculo das velocidades intermedidrias (4.1)-(4.2) deve-se calcular as fungoes
D77 O™ e VY. A discretizacao das equagbes (2.18)-(2.20) é dada por:

4Para simplificar os célculos foi utilizado o método de Euler explicito, porém nas imple-
mentacoes foi utilizado o método de Runge Kutta de quarta ordem.
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2
@f?sze 4 8_u +2@ 8_u Jr@ ,
' Oz |y I \li; 0%l
ou| Ov ou| Ov
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" ‘ [‘% 1.5 0% u+ 91,0y w:|
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ov ov ou ov
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Nessas equacoes é necessario calcular as derivadas % e g—z que sao aproximadas
através de diferengas centrais:
—

oy

Ju
ox

Uipl; — Uil v =3
- ‘red  tmed 0 YU
ox oy

Uiyl

i
Para calcular as derivadas cruzadas g—Z e % aplica-se diferencas centrais, se

posswel, Como segue:

4]

Vgl — Vil
= 52 com
.. xr
2,3

ou — U

ay

-5 ov

oy ¢ %z

Ui jtd

i.j
1
Uigpd =g \ Wik TU-g Tl Tt ,0) @

1

Vil i T g (”uﬂ% T T Vi) T Ui+1,j—%>

jo1 €uU_1 ;sao obtidas. Contudo, se a célula (i, j)
ov o Ju

possui uma ou mais faces em contato com faces de células vazias, entao 3 e o sao
calculadas por um método de diferencas regressivas ou progressivas, de acordo com
a face que estd em contato com a face da célula vazia.

Por exemplo, se as faces (i,j + %) e (z + %,j) estdao em contato com uma face
de célula vazia, tém-se:

Expressoes similares para u;

au g5 — Ui, j—1 (% Vi, — Vi—1.4
_ Ui »J e _ Yij 7 com

@ i - oy oz iy ox
1 1
Uipj = §(ui+%,j tui_1y) e vig= §(U¢,j+% +o-1)
4.2. Aproximacgao das Tensoes na Superficie Livre

Sejam n = (ng,n,) e m = (ny, —ny) os vetores normal e tangencial & superficie
livre, respectivamente. As tensdes na superficie livre (2.5) podem ser escritas como:

p- % [®7"n% +®"n} + 2ngn, (@Y + D) =0 e (43)

(D" = DY + ™ — ®Y) nyn, + (D™ + &™) (n} —ni) =0. (4.4)
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Para aplicar essas condigoes, assume-se que a malha é fina o suficiente de tal
forma que a superficie livre possa ser representada localmente por uma superficie
linear paralela a um dos eixos coordenados ou é inclinada a 45°. Nesse caso, as
condigoes (4.3) e (4.4) sdo aplicadas como segue:

i) Células de superficie contendo somente uma face em contato com
face de célula vazia: nessas células assume-se que a superficie livre é hori-
zontal ou vertical, de acordo com a face que esta em contato com a célula vazia.
Nesse caso, o vetor normal pode ser escrito como n = (£1,0) ou n = (0, £1).
Considerando n = (1,0), por exemplo, as equagoes (4.3) e (4.4) se reduzem a:

1
Pt o DT +07) =0 e (4.5)
D™ 4+ & =0 . (4.6)

Nesse caso, para calcular a velocidade v, ; 41 SA0 NECESSArios Pij, Uy 1 ; €
Vig1,j41, que sao obtidos como segue: calcula-se u;, 1 aplicando a equagao
de conservacao de massa no centro da célula de superficie:

ox
15t 5y (vmur% _Um;%) . (4.7)

itd.5 = Wi

O valor de v;,; j, 1 € entdo calculado aproximando (4.6) no canto (i+3%,j+3)

da célula:
1-2De8"
ik gty
it 5.0ty )

i+1ge1 € aproximada por diferencas regressivas, enquanto que

ou

Vit1,j+1 = Vij+l — xa_y

i+4.0+%
2772 1-2De s

A derivada g—“ |
T

% ’ . ... ¢ aproximada por diferencas centrais em (i,j + 1). A pressao p; j
Yylit+3,0+35 2 ’
1

¢ calculada aplicando (4.5) no centro da célula, logo p; ; = 5 (Df; + @f;")
ii) Células de superficie contendo duas faces adjacentes em contato

com faces de células vazias: nessas células assume-se que a superficie é
45° inclinada entre os eixos coordenados. O vetor normal toma a forma n =

(i?, ig . Por exemplo, considerando n = ?, ? pode ser mostrado
que as condigoes (4.3) e (4.4) sdo escritas como:
1
p=— (D{¥% + ®" + ®YY + 7Y 4.
5 (Dij + @7+ 27 +0%) e (4.8)

ov Ou ou\? v\ 2
———+De(a—y) —De(%) =0. (4.9)
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A equagdo (4.9) pode ser aproximada por:

Vigy Vigmg  Mida TMioha g T I N o e S
oy ox 28y

_— . —_ . . 2
Vil TV -1 V417051 0
20x ’

(4.10)

A equagao (4.10) e a equagao de conservacao de massa (4.7) geram um sistema
nao linear 2 x 2 nas incégnitas u, 1€V 541, Para resolver esse sistema,
introduz-se w1 ; de (4.7) em (4.10), obtendo-se uma equagao de segundo
grau. Essa equacao gera duas solugoes para v; ; 1 Contudo, se dx = dy = h
pode ser mostrado que o termo quadratico se anula e nesse caso v, ;. 1€
unicamente determinado. Apds calcular v, ;. 1,0 valor de u; 1 ¢é obtido
utilizando-se a equacao da continuidade. A pressao é calculada aplicando (4.8)
4 s ~ 0 1 xy xTx vy Yy
no centro da célula de superficie, logo p; j = 57 (Di,j + 075 + @5 + <I)i7j).
iii) Células de superficie contendo duas faces opostas ou mais faces
em contato com faces de células vazias: essas células nao fornecem
informagoes para aproximar o vetor normal. Nessas células assume-se que a
pressao é nula e utiliza-se a equacao de conservagao de massa para ajustar
uma velocidade. Por exemplo, se a célula de superficie possui trés faces em
contato com faces de células vazias assume-se p; ; = 0 e UL = Ui L
Vi jp1 g considerando dx = dy. Quando células desse tipo aparecem

na simulacao deve-se refinar a malha.

4.3. Controle do Passo no Tempo e Movimento das Particulas
Marcadoras

Utiliza-se um procedimento de controle do passo no tempo durante todo ciclo
computacional. Esse procedimento foi apresentado no trabalho de Tomé et al.
[16] para escoamentos newtonianos e é baseado na restricdo de estabilidade ¢t =

¢ min(Gty, dt) onde bty < % 6ty < S Re, dr=dy e 0 < (< 1.

O fator ¢ é empregado como uma medida de seguranga para permitir que a
estabilidade seja satisfeita pois max |Uyq.| néo é conhecido a priori. Detalhes sobre
a implementacao desse procedimento de controle de tempo sao apresentados no
trabalho de Tomé et al. [16]. Normalmente, em escoamentos de fluidos newtonianos
o fator ¢ assume o valor de 0.5. Contudo, para simulagbes de fluidos de segunda
ordem um valor mais restritivo é empregado, dependendo do valor do niimero de
Deborah. Nos resultados apresentados nesse trabalho utiliza-se { = 0.1.

Apés o célculo das velocidades finais, o tltimo passo do método numérico des-
crito na segao 3 é atualizar a posigao das particulas marcadoras. A nova posicao das
particulas marcadoras é obtida resolvendo ddit = u, através do método de Euler
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explicito. A velocidade u, da particula é determinada através de uma interpolacao
bilinear utilizando as quatro velocidades mais préximas. Detalhes dos movimentos
das particulas podem ser encontrados no trabalho de Tomé et al. [16].

5. Validagao

As equacoes descritas na secdo 4 foram implementadas no cédigo FreeFlow-2D, des-
crito no trabalho de Oliveira e Castelo Filho [12]. O método numérico foi validado
através da simulagao do escoamento entre placas paralelas. Considera-se que a
distancia entre as placas é L e o comprimento é 15L. No injetor prescreve-se um
escoamento completamente desenvolvido definido por u(y) = —4% (y — %)2 +U.
O campo de velocidades nas paredes satisfaz a condicao de nao escorregamento,
enquanto que no ejetor utiliza-se condicoes de Neumann. A simulagdo inicia com
0 espago entre as placas vazio e em seguida o fluido é injetado até que esse espago
esteja completamente preenchido. Pode ser verificado sob condigoes de cisalhamento
simples em regime permanente, que as componentes do tensor de tensao extra se
reduzem a:

ez 2 (Ou 2 ey 1 [Ou vy
men(s) w(E) o o o1

Para simular esse problema foi utilizado os seguintes dados: L = lecm, U =
Ims™t e g, = gy = 0.5 As propriedades materiais sdo: vy = ”70 = 0.0lm?s7 ! e
A2 = 0.0045s. Os parametros de escala sdo L,U e vy gerando Re = UL/yy = 1
e De = A\U/L = 0.45. Para demonstrar a convergéncia do método numérico,
apresentado nesse trabalho, o problema foi simulado em trés malhas distintas até
atingir regime permanente. Na primeira malha dx = dy = 0.125c¢m (8 x 120 células),
na segunda malha dr = dy = 0.0625cm (16 x 240 células) e na terceira malha
0z = Jy = 0.03125cm (32 x 480 células).

Os erros foram calculados na norma I e sao definidos pelas seguintes equagoes:

Tx _ _xT 2 Ty _ Y 2
E(Tacz) — Z(T Tnumer) e E(sz) — Z(T Tnumeﬂ") , (52)
Z TTT Z TZY

onde 7% e 7*¥ sao dados por (5.1).

Tabela 1: Erros calculados na norma [ para a validagao do método numérico.

Malha 1 Malha 2 Malha 3
E(r*®) | 6.921072 9.521073 1.221073
E(r*¥) | 1.56 10~2 1.741073 2.0210~4

A Tabela 1 mostra os erros entre a solucao exata e a numérica utilizando os
resultados numéricos das simulagoes e as equagoes em (5.2). Podemos observar na
Tabela 1 o decaimento dos erros com o refinamento da malha, demonstrando a
convergéncia do método numérico apresentado nesse trabalho.

50s efeitos da gravidade podem ser desprezados nesse caso.
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6. Conclusoes

Nesse trabalho foi apresentado um método numérico para simular escoamentos in-
compressiveis de fluidos de segunda ordem com elasticidade moderada. A validagao
foi realizada através da simulagao de um escoamento entre duas placas planas e par-
alelas. Os resultados obtidos foram comparados com a respectiva solugao analitica e
através do refinamento da malha o decaimento dos erros mostraram a convergéncia
do método numérico. Resultados numéricos demonstrando a capacidade dessa nova
técnica para resolver problemas viscoelasticos para os problemas do inchamento do
extrudado e da contracao planar para De < 0.8 podem ser encontrados em Doricio
[5].

Abstract. This work presents a numerical method for simulating viscoelastic free
surface flows of a second order fluid with moderate elasticity. The governing equa-
tions are solved by a finite difference technique based on a GENSMAC type method.
A staggered grid is employed and marker particles are used to represent the fluid
free surface. The numerical method presented in this paper is validated by sim-
ulating the flow between two parallel plates and the results are compared to the
respective analytic solution.
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