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Resumo. Neste trabalho estudamos o comportamento assintótico da energia do

problema de valor inicial e de fronteira associado com a equa cão de Bernoulli-Euler

com efeito de inércia rotacional e um termo não linear dissipativo localizado em

uma vizinhança da fronteira do domı́nio. O comportamento assintótico da energia

no tempo é obtido com taxas de decaimento expĺıcitas. Esse resultado é obtido

utilizando-se o lema de Nakao, estimativas de energia via multiplicadores localizados

e um argumento de “compacidade-unicidade”baseado no prinćıpio de continuação

única. O comportamento assintótico é válido para a equação de Bernoulli-Euler

sem efeito de inércia rotacional ou para a equa cão de placas com efeito de inércia

rotacional.

1. Introdução

Neste trabalho estuda-se a estabilização da energia associada ao problema de valor
inicial e de fronteira, para uma equação de placas do tipo Bernoulli-Euler com termo
não linear dissipativo e com efeito de inércia rotacional



























utt + ∆2u − γ∆utt − β‖∇u‖2∆u + ρ(x, ut) = 0, x ∈ Ω, t > 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω
ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0
∂u

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(1.1)

com Ω ⊂ R
n aberto com fronteira regular. Os dados iniciais u0 e u1 são tomadas

tais que u0 ∈ H2
0 (Ω)

⋂

H4(Ω) e u1 ∈ H2
0 (Ω). O termo β‖∇u‖2∆u para n = 1

descreve o problema de estabilidade elástica (flambagem) dinâmica de uma viga
submetida a uma carga axial. Se n = 2 o modelo representa uma simplificação
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do sistema completo de von Kármán que considera apenas efeitos de vibrações
transversais não lineares. O efeito de inércia rotacional é representado por γ∆utt.
O termo ρ = ρ(x, ut) modela fisicamente uma dissipação da energia associada a
esse problema. Por exemplo, se ρ(x, t) = a(x)ut(x, t) então esse termo modela uma
dissipação friccional linear, localizada na parte do domı́nio onde a função a = a(x) é
efetiva. No trabalho de F. Alabau-Boussouira [1] este termo dissipativo é localizado
em parte da fronteira do problema. Neste trabalho a função ρ : Ω×R −→ R satisfaz
as seguintes condições:

i) ρ(x, s)s ≥ 0, s ∈ R, x ∈ Ω;

ii) ρ e ∂ρ
∂s

são contınuas em Ω × R;
iii) Existem constantes c1, c2, c3, c4 > 0, e números r, p ∈ R, com

−1 < r < ∞ e − 1 < p ≤
2

n − 2
para n ≥ 3 ou − 1 < p < ∞ se n = 1

ou n = 2, tais que :
c1 a(x) |s|r+1 ≤ |ρ(x, s)| ≤ c2 a(x) [ |s|r+1 + |s| ], ∀s ∈ R, |s| ≤ 1,∀x ∈ Ω,

c3 a(x) |s|p+1 ≤ |ρ(x, s)| ≤ c4 a(x) [ |s|p+1 + |s| ], ∀s ∈ R, |s| > 1,∀x ∈ Ω;

iv) ∂ρ
∂s

(x, s) ≥ 0, ∀x ∈ Ω, ∀s ∈ R.

(1.2)
sendo a : Ω̄ → R

+ uma função tal que a ∈ L∞(Ω).

A estabilização ou o estudo do comportamento assintótico da energia associada
ao problema de valor inicial e de fronteira dado acima é obtida apenas para o caso
em que γ = 0, ou seja sem efeito de inércia rotacional, ou então no caso em que
β = 0. Isso é devido ao fato de não possuir um prinćıpio de continuação única
para a equação completa, ou seja para o caso em que γ e β são ambos não nulos.
O prinćıpio de continuação única para a equação com γ = 0, é demonstrado no
trabalho de Kim [4]. Para este caso são apresentados resultados sobre estabilização,
ver Pazoto e Charão [2]. Para o caso β = 0 o prinćıpio de continuação única é
demonstrado por Gulliver et al [3].

2. Estabilização

Nesta seção é apresentado um teorema contendo os principais resultados sobre a es-
tabilização da energia para o problema de Cauchy associado à equação de Bernoulli-
Euler apresentada em (1.1). Esse resultado é demonstrado com base no prinćıpio
da continuação única. Para equação de Bernoulli-Euler sem termo de inércia rota-
cional, isto é, γ = 0 em (1.1), ou então para a equação (1.1) com β = 0, ou seja
para equação linear de placas. Para a equação completa (γ, β > 0) não conhece-
mos na literatura resultado sobre continuação única. Se tal resultado for válido, o
teorema de estabilização apresentado neste trabalho será também válido para esse
caso. Para localizar a dissipação, tomamos xo in R

n e definimos

Γ (xo) = {x ∈ ∂Ω : (x − xo) · ν (x) ≥ 0} ,

onde ν (x) denota a normal unitária exterior em x ∈ ∂Ω.
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Agora, seja ω ⊂ Ω uma vizinhança de Γ (xo). Então além da hipótese que a
função a = a(x) é não negativa, também assumimos que

a (x) ≥ ao > 0 , in ω.

com a0 uma constante. Desse modo a função a = a(x) e portanto a dissipação
representada pela função ρ = ρ(x, ut) na equação (1.1) é efetiva somente sobre ω,
isto é, a dissipação está localizada sobre ω. Se x0 ∈ int(Ω) então Γ(x0) = Γ e ω é
uma vizinhança de toda fronteira de Ω.

Teorema 2.1 (Estabilização). Supor que γ = 0 ou β = 0 e x0 ∈ Ω . Então
considerando-se as hipóteses feitas em (1.2) sobre as funções a = a(x) e ρ = ρ(x, s),
tem-se que a energia associada a solução u = u(x, t) do problema (1.1) tem o
seguinte comportamento assintótico no tempo:

E(t) ≤ C (1 + t)− δi , i = 1, 2, 3, 4, t ≥ 0, (2.1)

sendo C uma constante positiva (dependendo de E(0)) e com taxa de decaimento
δi definida para os seguintes casos:

Caso I: Se r > 0 e 0 < p ≤ 2
n−2 então δ1 = min

{

2
r
,

8(p+1)
4−p(n+2)

}

e δ1 = 2
r

se p = 0

ou se n = 1 ou 2 e 0 ≤ p < +∞. Se r = 0 e p > 0 então δ1 = 8(p+1)
4−p(n+2) .

Caso II: Se r > 0 e −1 < p < 0 então δ2 = min
{

2
r
, 4

p(2−n)

}

e δ2 = 2
r

se n = 1 ou

2. Se r = 0 então δ2 = 4
p(2−n) .

Caso III: Se −1 < r < 0 e 0 < p ≤ 2
n−2 então δ3 = min

{

2(r+1)
−r

,
4(p+1)
p(n−2)

}

e

δ3 = 2(r+1)
−r

se p = 0 ou se n = 1 ou 2 e 0 ≤ p < +∞.

Caso IV: Se −1 < r < 0 e −1 < p < 0 então δ4 = min
{

2(r+1)
−r

, 4
p(n−2)

}

e

δ4 = 2(r+1)
−r

se n = 1 ou 2.

Observação: Se r = p = 0 então a energia decai exponencialmente no tempo
(para a equação de Bernoulli-Euler sem o termo de inércia rotacional ver Tucsnack
[7] e [8]). O teorema acima mostra o comportamento assintótico da energia associada
a solução do problema definido em (1.1) e fornece as taxas explıicitas de decaimento
da energia. Para demonstrar a estabilização da energia E(t) deve-se mostrar que
E(t) satisfaz uma desigualdade do tipo:

E(t)1+ξi ≤ C[E(t) − E(t + T )], t ≥ 0, (2.2)

sendo C uma constante positiva, T > 0 está fixo e ξi > 0 está relacionado com
δi dado no teorema 2.1. Então, a propriedade de decaimento seguirá do lema de
Nakao (ver Nakao [6])
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2.1. Identidades de Energia

Para demonstrar o comportamento assintótico da energia torna-se necessário desen-
volver algumas identidades de energia. Para isso serão úteis as seguintes funções:

Seja h : R
n → R

n um campo vetorial de classe C2 tal que

h(x) = η(x) em Γ(x0)
h(x) · η(x) ≥ 0 em Γ

h(x) = 0 em Ω\ω̂,

(2.3)

sendo ω̂ um aberto do R
n tal que Γ(x0) ⊂ ω̂ ∩ Ω̄ ⊂ ω (para a existência de tal

campo h ver Lions [5]).

Seja m ∈ W 2,∞(Ω) uma função tal que |∇m|2

m
e |∆m|2

m
são limitados e

0 ≤ m ≤ 1 em Ω
m = 1 em ω̃

m = 0 em Ω̄\ω,

(2.4)

sendo ω̃ ⊂ Ω̄ um aberto em Ω̄ com Γ(x0) ⊂ ω̃ ⊂ ω ⊂ Ω̄. Evidentemente, uma tal
função m(x) existe (ver Lions [5] e Tucsnak [7], [8]).

Lema 2.1 (Identidades de Energia). Sejam h : R
n → R

n de classe C2, m ∈
W 2,∞(Ω), u = u(x, t) a solução de (1.1) e T > 0 fixo. Então as seguintes identida-
des são válidas para todo t ≥ 0:

[
∫

Ω

utu dx

]t+T

t

+ γ

[
∫

Ω

∇ut · ∇u dx

]t+T

t

−

∫ t+T

t

∫

Ω

|ut|
2 dxds

+

∫ t+T

t

∫

Ω

|∆u|2 dxds − γ

∫ t+T

t

∫

Ω

|∇ut|
2dxds + β

∫ t+T

t

‖∇u‖4 ds

+

∫ t+T

t

∫

Ω

ρ(x, ut)u dxds = 0,

(2.5)

∫ t+T

t

∫

Ω

m(x)
[

|∆u|2 − γ|∇ut|
2 − |ut|

2 + β‖∇u‖2|∇u|2 + ρ(x, ut)u
]

dxds

=

∫ t+T

t

∫

Ω

(

γut∇ut · ∇m − β‖∇u‖2u∇u · ∇m

)

dxds

−γ

[
∫

Ω

m(x)u∇ut · ∇u dx

]t+T

t

−

∫ t+T

t

∫

Ω

(

u∆u∆m + 2∆u∇u · ∇m

)

dxds

−

{
∫

Ω

[m(x)uut + ∇ut · ∇m] dx

}t+T

t

,

(2.6)
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[
∫

Ω

ut(h · ∇u) dx

]t+T

t

+

∫ t+T

t

∫

Ω

ρ(x, ut)(h · ∇u) dxds

+
1

2

∫ t+T

t

∫

Ω

(∇ · h)(|ut|
2 − |∆u|2 − β‖∇u‖2|∇u|2)dxds

+

n,n
∑

i,j=1

∫ t+T

t

∫

Ω

(2DihjDiDju∆u + β‖∇u‖2DihjDiuDju) dxds

+γ

n,n
∑

i,j=1

∫ t+T

t

∫

Ω

(

DihjDjuDiutt + hjDiDjuDiutt

)

dxds

+

∫ t+T

t

∫

Ω

(∆h · ∇u)∆u dxds =
1

2

∫ t+T

t

∫

Γ

(h · η)|∆u|2 dΓds,

(2.7)

[
∫

Ω

ut(x − x0) · ∇u dx

]t+T

t

+
n

2

∫ t+T

t

∫

Ω

(|ut|
2 − |∆u|2 − β‖∇u‖2|∇u|2)dxds

∫

Ω

ρ(x, ut)[(x − x0) · ∇u] dxds +

∫ t+T

t

∫

Ω

(2|∆u|2 − γ|∇ut|
2 + β‖∇u‖2|∇u|2)dxds

+γ

(
∫

Ω

∇ut · ∇u dxds

)t+T

t

+

n,n
∑

i,j=1

∫ t+T

t

∫

Ω

(xi − x0i)DiDjuDjuttdxds

=
1

2

∫ t+T

t

∫

Γ

(x − x0) · η|∆u|2 dΓds.

(2.8)
sendo que hk indica a k-ésima componente do campo h, Dj = ∂

∂xj
, ∆h = (∆h1, · · · ,

∆hn), η = η(x) é a normal ao ponto x ∈ Γ e x0 é um ponto de R
n fixado arbitra-

riamente.

Demonstração. Essas identidades são obtidas utilizando-se os multiplicadores
M(u) = u, M(u) = m(x)u, M(u) = h ·∇u e M(u) = (x−x0) ·∇u, respectivamente.

Na identidade (2.7) não aparece o termo de fronteira da integral γ

∫ t+T

t

∫

Ω

∆utt(h ·

∇u) dxds. Para o termo de fronteira tem-se a seguinte identidade,
∫

Γ

∂utt

∂η
(h · ∇u) dΓ =

d

dt

[
∫

Γ

∂ut

∂η
(h · ∇u) dΓ

]

−

∫

Γ

∂ut

∂η
(h · ∇ut) dΓ = 0,

pois ut(t) ∈ H2
0 (Ω) para todo t ∈ [t, t+T ]. A identidade (2.8) é um caso particular

da equação (2.7) quando h(x) = x − x0, com x, x0 ∈ R
n. Em (2.6) não são

usadas as propriedades definidas em (2.3) e (2.4) do campo vetorial h e da função
m = m(x).

2.2. Estimativas de Energia

Nesta seção são apresentadas as estimativas necessárias para a prova do lema que
será utilizado juntamente com o princıpio da continuação única para prova do teo-
rema de Estabilização apresentado na seção. É importante observar que para todas
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as estimativas que serão realizadas a seguir, a letra C poderá indicar diferentes
constantes positivas. A primeira estimativa é dada pelo seguinte lema:

Lema 2.2. Existe um número T > 0 fixo tal que a energia E = E(t) associada a
solução u = u(x, t) do problema (1.1) satisfaz a seguinte desigualdade:

E(t) ≤ C

[

E(t) − E(t + T ) +

∫ t+T

t

∫

Ω

|ρ(x, ut)|

(

|u| + |∇u|

)

dxds

+

∫ t+T

t

∫

ω

|ut|
2

dxds +

∫ t+T

t

∫

Ω

(

|u|
2

+ |∇u|
2

+ |∇ut|
2

+ |∇utt|
2
)

dxds

]

, ∀ t > 0,

com C uma constante positiva.

Demonstração. Para obter esta estimativa são utilizadas as desigualdades de Young
e Poincaré, as propriedades da função m = m(x) e a identidade de energia (2.8).

Lema 2.3. Seja u = u(x, t) solução de (1.1) e ∆E definido por ∆E ≡ E(t)−E(t+
T ). Então para T > 0 dado no lema 2.2 e ρ = ρ(x, ut) satisfazendo (1.2), tem-se
que

∫ t+T

t

∫

Ω

|ρ(x, ut)|[ |∇u| + |u| ]dxds ≤ C (∆E)
σ

√

E(t)

+C (∆E)
τ

E(t)ξ,

(2.9)

Caso I: r ≥ 0, 0 ≤ p ≤
2

n − 2
e n ≥ 3, tem-se σ = 1

r+2 , τ = p+1
p+2 , ξ = 4+p(n+2)

8(p+2) .

Se n = 2, a estimativa expressa na equação (2.9) serve para o caso r ≥ 0 e
p ≥ 0.

Caso II: r ≥ 0, −1 < p < 0 e n ≥ 2, tem-se σ = 1
r+2 , τ = 2

4+(2−n)p , ξ = 1
2 .

Caso III: −1 < r < 0, 0 ≤ p ≤
2

n − 2
e n ≥ 3, tem-se σ = r+1

r+2 , τ = p+1
p+2 ,

ξ = 4−p(n−2)
4+(p+2) . Se n = 2, a estimativa é válida para o caso −1 < r < 0, p ≥ 0.

Caso IV: −1 < r < 0, −1 < p < 0 e n ≥ 2 , tem-se σ = r+1
r+2 , τ = 2

4+p(2−n) ,

ξ = 1
2 .

com C uma constante positiva. Para n = 1 as estimativas acima são as mesmas
que para n = 2.

Demonstração. Este lema é demosntrado utilzando-se as propriedades de cresci-
mento da função ρ e as desigualdade de Hölder e Poincaré.

Proposição 2.1. Seja u = u(x, t) solução de (1.1) e ∆E dado por ∆E ≡ E(t) −
E(t + T ). Para T > 0 dado no lema 2.2 e ρ = ρ(x, ut) satisfazendo (1.2) então a
energia associada com (1.1) satisfaz

E(t) ≤ C

[

Di(t)
2 +

∫ t+T

t

∫

ω

|ut|
2dxds

+

∫ t+T

t

∫

Ω

(

|u| + |∇u|2 + |∇ut|
2 + |∇utt|

2

)

dxds

]

, com i ∈ {1, 2, 3, 4}

(2.10)
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Caso I: r ≥ 0 e 0 ≤ p ≤
2

n − 2
( 0 ≤ p < ∞ se n = 2 ) tem-se D1(t)

2 =

∆E + (∆E)
2

r+2 + (∆E)
8(p+1)

12+p(6−n) ;

Caso II: r ≥ 0 e 0 ≤ p ≤
2

n − 2
( 0 ≤ p < ∞ se n = 2 ) tem-se D2(t)

2 =

∆E + (∆E)
4

3(r+2) + (∆E)
4

12+3p(2−n) ;

Caso III: r ≥ 0 e −1 ≤ p < 0 tem-se D3(t)
2 = ∆E+(∆E)

2(r+1)
r+2 +(∆E)

8(p+1)
12+p(6−n) ;

Caso IV: −1 < r < 0 e 0 ≤ p ≤
2

n − 2
(0 ≤ p < ∞ se n = 2) tem-se D4(t)

2 =

∆E + (∆E)
2(r+1)

r+2 + (∆E)
4

12+3p(2−n) .

Para n = 1 as estimativas acima são as mesmas que para n = 2.

Demonstração. Estes resultados são obtidos combinando-se os lemas (2.2) e (2.3) e
a desigualdade de Young.

Proposição 2.2. Supor que x0 ∈ int(Ω̄) e que γ = 0 ou β = 0. Então existe uma
constante C > 0, tal que

∫ t+T

t

∫

Ω

[ |u|2 + |∇u|2 + |∇ut|
2 + |∇utt|

2 ]dxds

≤ C

[

Di(t)
2 +

∫ t+T

t

∫

ω

|ut|
2dxds

]

,

(2.11)

sendo u = u(x, t) solução de (1.1) para dados iniciais u0 e u1 satisfazendo E(0) ≤
R, R > 0 fixado, com C = C(R) e Di = Di(t) definido na proposição 2.1.

Demonstração. A estimativa acima é obtida por contradição utilizando-se para isso
o prinćıpio de continuação única.

3. Demonstração do Teorema de Estabilização

Para provar o resultado do teorema 2.1 é suficiente considerar que u0 ∈ H2
0 (Ω) ∩

H4(Ω), u1 ∈ H2
0 (Ω). Das proposições 2.1 e 2.2 tem-se

E(t) ≤ C

[

Di(t)
2 +

∫ t+T

t

∫

ω

|ut|
2dxds

]

, (3.1)

com Di(t), i = 1, 2, 3, 4, dados no a proposição 2.1. Para derivar a estimativa de
decaimento deve-se estimar o último termo do integrando de (3.1)

E(t) ≤ C

[

Di(t)
2 +

∫ t+T

t

∫

Ω1

a(x)

a0
|ut|

2dxds +

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)

a0
|ut|

2dxds

]

, (3.2)

com Di(t), i = 1, 2, 3, 4, dados na proposição 2.3 e Ω1 = {x ∈ Ω | |ut(x, 0)| ≤
1}, Ω2 = {x ∈ Ω | |ut(x, 0)| > 1}. A seguir será demonstrado o Caso II do teorema
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de estabilização, os demais casos são análogos.
Caso II: r > 0 e −1 ≤ p < 0.

∫ t+T

t

∫

ω

a(x)|ut|
2dxds =

∫ t+T

t

∫

Ω1

a(x)|ut|
2dxds+

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
2dxds. (3.3)

Para a primeira integral dada na equação (3.3) pode-se obter uma estimativa utilizando-
se a desigualdade de Hölder

∫ t+T

t

∫

ω

|ut|
2dxds ≤

∫ t+T

t

∫

Ω1

a(x)

a0
|ut|

2dxds +

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)

a0
|ut|

2dxds. (3.4)

A integral

∫ t+T

t

∫

Ω1

a(x)|ut|
2dxds pode ser estimada utilizando-se da estimativa

expressa em (3.4)

∫ t+T

t

∫

Ω1

a(x)|ut|
2dxds ≤ C(∆E)

2
r+2 , (3.5)

com C > 0 dependendo de |Ω|, r, ‖a‖L∞(Ω) e c1. Para estimar a segunda integral

da equação (3.4) será utilizado o fato de que L∞(0, T ;H1(Ω)) →֒ L∞(0, T ;Lα(Ω)).
Para obter α será utilizado resultados de imersão m = 1, p = 2 e n ≥ 3 mp = 1.2 <

3 → α =
2n

n − 2
. Desta forma tem-se que H1

0 (Ω) →֒ L
2n

n−2 (Ω) ⇒ L∞(0, T ;H1(Ω)) →֒

L∞(0, T ;L
2n

n−2 (Ω)).

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
2dxds =

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
λ|ut|

2−λdxds. (3.6)

A desigualdade de Hölder será utilizada na equação (3.6), com 1
l

+ 1
l′

= 1 e fazendo-

se l′ = p+2
λ

e l = 2n
(2−λ)(n−2) .

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
λ|ut|

2−λdxds ≤

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|a(x)uλ
t |

l′dxds

]
1
l′

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|ut|
(2−λ)ldxds

]
1
l

(3.7)

Observando que λl′ = p + 2 a primeira integral de (3.7)

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|a(x)uλ
t |

l′dxds

]
1
l′

=

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|a(x)| l
′

|ut|
p+2dxds

]
1
l′

. (3.8)

Notando que

|a(x)| l
′

= |a(x)|
p+2

λ
|a(x)|

|a(x)|
≤

‖a‖
p+2
L∞(Ω)

a0
|a(x)|. (3.9)



Comportamento Assintótico da Equação de Bernoulli-Euler 317

Substituindo-se a estimativa expressa em (3.8) na desigualadade (3.9) tem-se

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|a(x)uλ
t |

l′dxds

]
1
l′

≤ C

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

|a(x)||ut|
p+2dxds

]
1
l′

, (3.10)

a constante C depende de ‖a‖L∞(Ω), a0, p, l′ e λ. A segunda integral de (3.8) é

estimada observando-se que (2 − λ)l = 2n
n−2 e utilizando-se o seguinte resultado de

imersão com m.p = 1.2 < 3 então H1
0 (Ω2) →֒ L

2n
n−2 (Ω2)

‖ut(t)‖
L

2n
n−2 (Ω2)

≤ C ‖ut(t)‖H1
0 (Ω2)

=

[
∫

Ω2

(|ut|
2 + |∇ut|

2)dx

]
1
2

≤

[
∫

Ω

(|ut|
2 + |∇ut|

2)dx

]
1
2

≤ CE(t)
1
2 ≤ CE(0)

1
2 .

(3.11)

Integrando-se a estimativa dada em (3.11) no intervalo (t, t + T ) tem-se

∫ t+T

t

‖ut(s)‖
L

2n
n−2 (Ω2)

ds ≤ CTE(0)
1
2 . (3.12)

A segunda integral da equação (3.3) é estimada como

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
2dxds ≤ CTE(0)

1
2

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
λl′dxds

]
1
l′

. (3.13)

Notando que l′ = p+2
λ

e λ = 4(p+2)
4+p(2−n) então l′ = 4+p(2−n)

4 ,

∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
2dxds ≤ CTE(0)

1
2

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

a(x)|ut|
p+2dxds

]
4

4+p(2−n)

≤ C

[
∫ t+T

t

∫

Ω2

ρ(x, ut)utdxds

]
4

4+p(2−n)

= C∆E
4

4+p(2−n) .

(3.14)
Substituindo-se as estimativas dadas em (3.5) e (3.14) na estimativa expressa em
(3.2) obtém-se

E(t) ≤ C

[

D2(t)
2 + (∆E)

2
r+2 + (∆E)

4
4+p(2−n)

]

. (3.15)

Para r ≤ 0, −1 ≤ p ≤ 0 e n > 2 da proposição 2.3 tem-se

D2(t)
2 = ∆E + (∆E)

2
r+2 + (∆E)

4
4+p(2−n) . (3.16)

Colocando-se a equação (3.16) na estimativa (3.14)

E(t) ≤ C

[

∆E + (∆E)
2

r+2 + (∆E)
4

4+p(2−n)

]

. (3.17)



318 Silva Jr. e Charão

Definindo-se K2 = min

{

2

r + 2
,

4

4 + p(2 − n)

}

e da estimativa acima tem-se que

sup
t≤s≤t+T

E(s)
1

K2 ≤ C∆E. (3.18)

Observando-se que
1

K2
> 1 →

1

K2
= 1 + ξ, resolvendo-se para ξ tem-se ξ =

1 − K2

K2
. Fazendo-se δ2 =

1

ξ
e aplicando-se o lema de Nakao obtém-se a prova

do teorema para o Caso II com a seguinte taxa de decaimento de energia δ2 =

min

{

2

r
,

4

p(2 − n)

}

.
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