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RESUMO. O presente trabalho lança um olhar matemático sobre uma obra de arte de um dos pioneiros
do concretismo brasileiro, Lothar Charoux (1912-1987). Trata-se de um desenho a nanquim de 1958, sem
tı́tulo, de marcante apelo geométrico. A partir do traço do artista, definimos um jogo de curvas parametri-
zadas diferenciáveis, batizadas “espirais ocultas de Charoux”, e estudamos sua curvatura. Pretende-se que
a descrição matemática da obra, com o emprego das ferramentas da geometria diferencial, possa enriquecer
a fortuna crı́tica do artista. Para tanto, são estabelecidos pontos de contato entre a matemática presente na
obra analisada e as impressões que Charoux deixou entre crı́ticos, jornalistas culturais e historiadores da
arte.
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1 INTRODUÇÃO

Arte e Matemática ligam-se de muitas maneiras, para surpresa de quem costuma enxergá-las
como vocações distantes e até antagônicas. A Matemática “inspira” e “produz” Arte; a Arte
“gera” e “ilumina” a Matemática [26]. Leonardo da Vinci (1452-1519) e Albrecht Dürer (1471-
1528) são exemplos notórios de criadores que desenvolveram o pensamento matemático para
realizar sua visão artı́stica [15]. Suas obras inspiram tanto artistas como matemáticos.

Ao tratar da simbiose entre Arte e Matemática, Benoit B. Mandelbrot, pai da geometria fractal,
chamou a atenção para o fato de que fórmulas, equações e regras de construção simples e apa-
rentemente áridas podem despertar interesse artı́stico [16]. Inversamente, é possı́vel acrescentar
que formas gráficas aparentemente áridas e muito simples também podem despertar o interesse
matemático. É o caso notável da arte concreta, vertente do abstracionismo que radicalizou a
incorporação de elementos matemáticos ao processo criativo.
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2 ARTE E MATEMÁTICA NO TRAÇO DE LOTHAR CHAROUX

Vighi e Aschieri [32] sustentam que o exame dos “aspectos técnicos” e da matemática “oculta”
de uma obra de arte pode enriquecer seu estudo. Segundo eles, o emprego das ferramentas
matemáticas, para além das fronteiras dessa disciplina, desempenha poderosa função didática.

Este artigo tem por objetivo geral investigar a matemática presente em uma obra de Lothar
Charoux (1912-1987), que foi um dos pioneiros do concretismo no Brasil e se notabilizou pela
“poética da linha” [18]. Pretende-se mostrar que o exame de seu traçado, pelas lentes da geome-
tria diferencial, pode iluminar alguns aspectos caracterı́sticos de sua produção. Como objetivos
especı́ficos, busca-se: contextualizar o movimento concretista; determinar funções que descre-
vem o desenho ora examinado; desenvolver os conceitos fundamentais no estudo de uma curva
plana; propor e associar ao trabalho do artista um jogo de curvas que chamaremos “espirais ocul-
tas de Charoux”; e, finalmente, cotejar a descrição matemática dessa obra com a recepção da
crı́tica a um dos mestres da arte moderna.

1.1 Arte concreta

Antes de lançar um olhar matemático sobre a obra de Charoux, convém lembrar o contexto
em que floresceu o concretismo e explicitar seu papel de divisor de águas na história da arte
brasileira.

Chama-se arte concreta o tipo de arte que elimina toda referência figurativa, recusa toda forma
de representação e se baseia exclusivamente no uso de formas geométricas simples [8]. O termo
pode ser aplicado à produção das correntes mais austeras da arte abstrata: o construtivismo, o
suprematismo e o neoplasticismo.

A expressão “arte concreta” foi cunhada pelo holandês Theo van Doesburg (1883-1931), em
1930, na primeira e única edição da revista-manifesto Revue Art Concret. Nela, defende-se a
criação artı́stica despojada de qualquer simbolismo. “O quadro deve ser inteiramente construı́do
com elementos puramente plásticos, isto é, planos e cores”, afirma o manifesto. “Um elemento
pictural só significa a ‘si próprio’ e, consequentemente o quadro não tem outra significação que
‘ele mesmo’.” [29].

Van Doesburg morreu no ano seguinte ao lançamento do manifesto, mas o “esforço pela cla-
reza absoluta” na arte e a promoção da técnica “mecânica, exata, antiimpressionista” [29] conti-
nuou com o trabalho de outros vanguardistas, em particular os membros do grupo Abstraction-
Création. Um deles, o suı́ço Max Bill (1908-1994), viria a se tornar o principal teórico do
concretismo e seu maior divulgador [25].

Com Max Bill, a produção artı́stica sob o rótulo do concretismo incorpora explicitamente pro-
cedimentos matemáticos. Em célebre artigo, ele afirma estar convencido de que a abordagem
matemática deve embasar substancialmente a produção artı́stica [5]. É a guia final do artista con-
creto [17]. “Ao executar uma obra de arte, parto sempre de uma ideia abstrata, de um esquema
gerador quase que geométrico. Projeto-a em duas dimensões e, aos poucos, tal qual num teorema
de álgebra, a forma se desenvolve”, explicou em 1953 em entrevista [1].

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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1.2 Arte concreta no Brasil

O concretismo entra em cartaz no paı́s no inı́cio dos anos 1950. Dois importantes eventos de 1951
ajudaram a promovê-lo: a exposição de Max Bill no Museu de Arte de São Paulo e a 1ª Bienal
de São Paulo - que premiou Bill, pela obra Unidade Tripartida [17]. A Bienal foi a primeira
oportunidade para a reunião daqueles que integrariam o movimento concreto no Brasil, entre
eles Charoux e o ı́talo-brasileiro Waldemar Cordeiro (1925-1973).

A trajetória de Cordeiro e Charoux já os aproximava das balizas do movimento. Em 1949, na
Revista de Novı́ssimos, Cordeiro argumenta a favor de uma “linguagem real da pintura que se ex-
prime com linhas e cores que são linhas e cores e não desejam ser peras nem homens”, enquanto
Charoux, na mesma edição, defende os abstracionistas da pecha de reacionários, “desinteressados
dos problemas humanos” [3].

Cordeiro esteve à frente, em São Paulo, do Grupo Ruptura, cuja exposição, em 1952, no Museu
de Arte Moderna, é considerada o marco inaugural do concretismo no Brasil. Trata-se de um
ponto de inflexão na história da arte brasileira: até ali, o debate opunha a arte figurativa à arte
abstrata; dali em diante, a oposição se daria entre concretismo e o tipo de abstracionismo baseado
na geometrização de elementos naturais [9].

Mais do que a exposição do Grupo Ruptura, o manifesto que a embalou provocou agitação e
crı́ticas [9]. Nele, Cordeiro, Charoux e outros pioneiros defendiam “a intuição artı́stica dotada
de princı́pios claros e inteligentes” e as “experiências que tendem à renovação dos valores es-
senciais da arte visual (espaço-tempo, movimento e matéria)” [7]. Para Zanini [35], o manifesto
“radicalizou no paı́s a atitude de uma arte abstrata de severos princı́pios construtivos”.

À mesma época, no Rio de Janeiro, também se formava uma vanguarda artı́stica de lingua-
gem geométrica, reunida em torno do chamado Grupo Frente. Em 1959, os cariocas lançam
o neoconcretismo, em manifesto que alerta contra a “perigosa exacerbação racionalista” da arte
concreta [6].

1.3 A arte concreta de Lothar Charoux

Lothar Charoux nasceu em Viena em 1912 e chegou ao Brasil em 1928. Em São Paulo, foi
aluno de Cordeiro no Liceu de Artes e Ofı́cio e chegou a substituı́-lo como professor de desenho.
Após transitar pelo expressionismo, aderiu à abstração de base geométrica e jamais se afastou
dos princı́pios construtivos do movimento concreto, razão pela qual foi considerado o único
concretista de primeira à última hora [21].

Autodidata e disciplinado, Charoux tinha grande interesse pela Matemática e pela Fı́sica, embora,
como os demais colegas concretistas, não tivesse curso superior na área. Privilegiou o desenho
a nanquim ou guache sobre papel e trabalhava à maneira dos arquitetos, sobre a prancheta, na
horizontal [19].

Embora tenha colecionado prêmios e participado de grandes mostras no paı́s e no exterior, Cha-
roux, como outros concretistas, nunca vendeu bem – por três décadas, tirou seu sustento de um
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4 ARTE E MATEMÁTICA NO TRAÇO DE LOTHAR CHAROUX

modesto emprego na indústria paulista. A partir de 1968, finalmente, passou a dedicar-se unica-
mente à Arte. “Sei que não se trata de um trabalho de fácil aceitação e que muita gente estranha”,
declarou [33]. “Mas o que vale é isso: já deixei longe o emprego e a Arte me sustenta.”

Charoux morreu em São Paulo, em 1987, aos 75 anos. Segundo Milliet [18], foi só na virada do
milênio “que a arte concreta passou a ocupar o lugar que lhe é devido no imaginário da cultura
brasileira”.

2 DESENVOLVIMENTO

Passamos agora ao exame, pelas lentes da Matemática, de uma obra de Charoux de 1958, sem
tı́tulo. Trata-se de um desenho feito a tinta nanquim, sobre cartão de 33 x 33 cm, que a Figura 1
reproduz. A escolha nos parece apropriada pelas seguintes razões: em primeiro lugar, data da
década em que o concretismo “atingiu plena evolução” [35], sendo anterior ao racha entre pau-
listas e cariocas; é representativa do modo de criação de Charoux: desenho a nanquim, sobre
uma estrutura cartesiana, aqui tornada aparente; além disso, seu motivo aparece, com ligeiras
variações, em pelo menos outras duas obras; e, finalmente, afirmamos que a obra ilustra bem a
aparente simplicidade e economia de meios que marcam a arte de Charoux.

Figura 1: Desenho sobre cartão, a tinta nanquim, de Lothar Charoux. Obra sem tı́tulo de 1958.
Imagem cedida por: Galeria Berenice Arvani.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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2.1 O traço do artista

A obra sem tı́tulo de Charoux consiste de duas linhas poligonais abertas dispostas sobre uma
malha quadriculada. As linhas poligonais têm origens distintas, ambas na região central da tela.
Ligam dois conjuntos disjuntos de pontos da malha, cada vez mais distantes do centro da tela,
compondo duas figuras espiraladas, ambas de sentido horário (Figura 2). Veremos agora como
descrevê-las.

É imediata a associação da malha quadriculada ao sistema de coordenadas cartesiano Oxy, base
frequente da produção inicial do artista [18]. Podemos tomar o centro da tela como a origem
do sistema Oxy e assumir que as linhas verticais e horizontais da malha estejam igualmente
espaçadas de uma unidade. Considerando que se possa estender o padrão do desenho para além
dos limites da tela, descrevemos a malha como dois conjuntos de retas horizontais, hi, e verticais,
v j, paralelas, respectivamente, aos eixos Ox e Oy, tais que hi : y= i, i∈Z e v j : x = j, j ∈Z, sendo
h0 e v0 as retas que coincidem com os eixos, respectivamente, Ox e Oy. Nos limites do traçado
do artista, temos um recorte das retas hi,v j para −4 ≤ i, j ≤ 4.

A partir da malha quadriculada, vamos descrever as linhas poligonais da obra de Charoux. Ob-
servamos inicialmente que todos os vértices das duas linhas poligonais têm coordenadas inteiras,
pois correspondem a interseções de hi e v j. Em detalhe, conforme a Figura 2, podemos dis-
tinguir duas sequências de vértices, para n = 0,1,2,3, . . . : An = (xan,yan), com A0 = (0,0),
e Bn = (xbn,ybn), com B0 = (−1,0). As linhas poligonais são definidas pelas sequências de
segmentos LAn = AnAn+1 e LBn = BnBn+1, para n = 0,1,2,3, . . .

h1

h2

h−1

h−2

h3

h4

h−3

h−4

h0 ≡ Ox

v0 ≡ Oy

v−4 v−3 v−2 v−1 v4v3v2v1

A1

A2

A3

A4

A5

A6
A7

A8

A0

B2

B1

B3

B4

B5

B6

B7

B0

Figura 2: Representação da malha, vértices e linhas poligonais. Fonte: autores.
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O traçado das linhas poligonais é aparentemente simples e pode ser intuı́do com certa facilidade.
Sua descrição matemática é mais desafiadora, residindo aı́, a nosso ver, o interesse da obra.
Notamos que os segmentos que compõem as linhas poligonais são cada vez maiores, conforme
guinadas de quase 90 graus, sempre no sentido horário, de tal modo que as linhas nunca se tocam.
Para uma descrição exata deste padrão, determinamos, nas equações (2.1), as coordenadas dos
vértices An = (xan,yan) e Bn = (xbn,ybn), sendo n = 0,1,2,3, . . . :

xan = (−1)
n2+n

2 2n+2(−1)
n2+n+2

2 +(−1)n+1
4

yan = (−1)
n2+3n+2

2 2n+(−1)n+1+1
4

xbn = (−1)
n2+n−2

2 2n+2(−1)
n2+n+2

2 +(−1)n+1
4 −1

ybn = (−1)
n2+3n

2 2n+(−1)n+1+1
4

(2.1)

Observamos o contraste entre a aparente simplicidade do traçado do artista e as equações (2.1).
Para obtê-las, atentamos para o padrão de alternância de sinal das coordenadas e a relação en-
tre seu valor absoluto e n = 0,1,2,3, . . . . Como exemplo, tomemos a sequência de coordenadas
(xan) = (0,−1,−2,1,2,−3,−4,3,4,−5,−6, . . . ). O padrão é claro e vale para os demais ca-
sos: dois termos negativos, seguidos de dois termos não negativos, variando apenas o ponto de
partida. Esse padrão, que reflete a alternância entre quadrantes do sistema Oxy, pode ser dado
por uma potência apropriada de (−1), em função de n. Em particular, basta que elevemos (−1)
aos termos de uma progressão aritmética de segunda ordem em que as diferenças entre termos
inteiros formem uma progressão aritmética de razão ı́mpar. Para (xan), tomamos a progressão

(0,1,3,6,10, . . . ) e com isso chegamos à expressão (−1)
n2+n

2 , garantindo a variação de sinal dos
termos de (xan).

Quanto aos valores absolutos das coordenadas, observamos primeiramente que estes oscilam em
torno da metade de n, ora acima, ora abaixo, ora iguais a n

2 . Tomemos como exemplo a sequência
de coordenadas (ybn) = (0,1,−1,−2,2,3,−3,−4,4, . . . ). E tomemos também a sequência das
diferenças entre o valor absoluto de ybn e a metade de n: (|ybn|− n

2 ) = (0,0.5,0,0.5, . . . ). É um
padrão bastante simples. Para obtê-lo, consideramos primeiramente a sequência (4|ybn|−2n) =
(0,2,0,2, . . . ) e recorremos uma vez mais a potências inteiras de (−1), a saber, (−1)(n+1), que
somamos à unidade para obter alternadamente 0 e 2, para n = 0,1,2,3, . . . . Por essa estratégia,
ajustada a diferentes valores iniciais, chegamos às equações (2.1).

Podemos também descrever com exatidão as medidas das linhas poligonais e dos ângulos que
formam com a malha de retas hi e v j. Notamos que cada segmento AnAn+1 é a hipotenusa de um
triângulo retângulo que tem um cateto unitário e outro cateto igual a n+1, sendo que os catetos
pertencem às retas perpendiculares hi e v j, para algum i, j ∈ Z. Vale o mesmo para os segmentos
BnBn+1, conforme Figura 3-i.

Como todos os vértices têm coordenadas inteiras, temos que, para qualquer n = 0,1,2,3, . . . ,
existem i, j ∈ Z tais que An ∈ hi e An+1 ∈ v j. Por definição, hi ⊥ v j, para quaisquer i, j ∈ Z.
Assim, podemos tomar {Cn}= hi∩v j, e o triângulo AnAn+1Cn será retângulo em Cn, conforme a

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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Figura 3-ii. Pelo Teorema de Pitágoras, temos que as medidas dos segmentos de LAn e LBn são:
AnAn+1 = BnBn+1 =

√
(n+1)2 +1. Temos ainda que a medida do ângulo ̂An+1AnCn é dada por

σn, que é também a medida de ̂Bn+1BnDn. Dessa forma, temos que tg(σn) =
1

n+1 .

CnAn

An+1

v j

hi

1

n+1

σn

(i) (ii)

Figura 3: (i) Triângulos retângulos sobre a malha de Charoux. (ii) Representação de um desses
triângulos. Fonte: autores.

2.2 Além do traço: curvas ocultas

As linhas poligonais que descrevemos na subseção 2.1 são contı́nuas, mas não são diferenciáveis
em toda a sua extensão – a saber, nos vértices. Para aprofundar o exame da obra de Charoux,
pretendemos, nesta subseção, ir além do traço do artista: investigaremos aqui duas curvas para-
metrizadas diferenciáveis obtidas a partir das sequências de pontos (An) e (Bn),n = 0,1,2,3, . . . ,
considerando o referencial de Frenet e a curvatura.

Frisamos aqui que as curvas que construiremos a seguir não foram desenhadas pelo artista. Ainda
assim, mostraremos que essas curvas, e a variação de sua curvatura, permitem que investiguemos
alguns efeitos e caracterı́sticas atribuı́das à arte de Charoux, em particular a sugestão de movi-
mento e a aparente imprecisão de seu traçado, para além dos limites do cartão de 33 x 33cm.
A esse respeito, vale mencionar Ferraz [12], para quem não é o ponto que interessa a Charoux,
mas “colocar no espaço a lembrança da estrutura”: “Então poderemos nós, lentamente, evocar
mediante tais indicações rı́gidas, esqueletos de esquemas, aquilo que foi outrora a forma a que
ele não mais se subordina”.

2.2.1 Curvas parametrizadas diferenciáveis e curvatura

Sejam as funções diferenciáveis x,y : R→ R, com x = x(r) e y = y(r),r ∈ R. A função γ : R→
R2, definida por γ(r) = (x(r),y(r)), é chamada de curva parametrizada diferenciável em R de
classe, no mı́nimo, C1. O conjunto F = {γ(r) : r ∈ R} é o traço da curva γ representada no

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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sistema de coordenadas cartesianas Oxy. A derivada de γ é uma função γ ′ : R → R2, dada por
γ ′(r) = (x′(r),y′(r)), sendo d

dr x(r) = x′(r), d
dr y(r) = y′(r) e d

dr γ(r) = γ ′(r) [11, 28].

A Figura 4-i mostra o vetor diretor da reta tangente, γ ′(r) , em γ(r), chamado “vetor tangente”,
para algum r ∈ R. Para qualquer ponto X pertencente à reta tangente a γ , temos que os vetores
−→
PX e γ ′(r) são linearmente dependentes, logo ∃λ ∈ R\{0} tal que

−→
PX = λγ ′(r).

(i) (ii)

y(r)

x(r)

P = γ(r)

γ ′(r)

X y

x

γ(r)

T (r) = T (θ(r))

cos(θ(r))

θ(r)

sen(θ(r))

T (r)

γ ′(r)

u

∥ T ∥=
1

γ

O

y

xO

γ

Figura 4: (i) Representação do vetor tangente γ ′(r). (ii) Representação do vetor tangente unitário
T (r) no ponto γ(r) e também sua representação na origem do sistema Oxy. com indicação do
ângulo diretor θ(r). Fonte: autores.

Os comprimentos dos vetores γ(r) e γ ′(r) são dados pelas expressões: ∥γ(r)∥=
√

x2(r)+ y2(r)

e ∥γ ′(r)∥=
√

(x′(r))2 +(y′(r))2.

Vamos considerar um vetor normal, n(r), que seja ortogonal ao vetor tangente, γ ′(r), no ponto
γ(r), a saber: n(r) = (−y′(r),x′(r)). O produto interno (ou escalar) de γ ′(r),n(r)∈R2 é denotado
por ⟨γ ′(r),n(r)⟩ e dado por x′(r)(−y′(r))+y′(r)x′(r). Logo: ⟨γ ′(r),n(r)⟩= 0 e ∥γ ′(r)∥= ∥n(r)∥.

Os vetores tangente e normal unitários são dados, respectivamente, por T (r) = γ ′(r)
∥γ ′(r)∥ e N(r) =

n(r)
∥n(r)∥ e formam uma base móvel de vetores ortonormais chamada “Referencial de Frenet” ou
“referencial móvel”.

Como T ′(r) e T (r) são ortogonais, temos que N(r) e T ′(r) são linearmente dependentes, ou
seja, ∃λ1 ∈ R tal que T ′(r) = N(r)λ1. Assim, podemos escrever: T ′(r) = n(r) λ1

∥γ ′(r)∥ . Daı́,
representamos o vetor T (r),r ∈ R, no sistema Oxy, conforme Figura 4-ii.

O vetor tangente unitário, T (r), no ponto γ(r) pode ser transportado para a origem do sistema
Oxy. Para cada r ∈ R, a direção de T (r) é alterada segundo um ângulo θ no sentido anti-horário
a partir do eixo Ox. Desta forma, consideramos a função diferenciável θ : R→ R, definida por
θ = θ(r), a qual chamaremos de “ângulo diretor” de T (r) (Figura 4-ii). O ângulo diretor, θ , pode
ser representado relativamente ao ponto γ(r), no sentido anti-horário, a partir da reta u paralela a
Ox. Desta forma, temos que: T (r) = (cosθ(r),senθ(r)) .

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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Considerando T (θ)= (cosθ ,senθ), calculamos: d
dθ

T (θ)= T,θ (θ)= (−senθ ,cosθ), logo T (θ)
e T,θ (θ) são ortonormais. Conforme a Figura 4-ii, temos: T = T (θ(r)), logo, pela regra da
cadeia, obtemos: d

dr T (θ(r)) = d
dθ

T (θ(r)) dθ

dr , ou seja, T ′ = T,θ θ ′.

A partir da Figura 4-ii, temos: tg(θ(r)) = y′(r)
x′(r) ⇒ θ(r) = arctg

(
y′(r)
x′(r)

)
. Daı́ podemos calcular:

θ ′(r) = x′y′′−x′′y′

∥γ ′∥2 .

Considerando a expressão T ′ =

((
x′

∥γ ′∥

)′
,
(

y′
∥γ ′∥

)′
)

e efetuando as respectivas derivadas,

obtemos: T ′ = n x′y′′−x′′y′

∥γ ′∥3 .

Seja k : R→ R uma função definida por:

k(r) =
x′y′′− x′′y′

∥γ ′∥3 , (2.2)

a qual é diferenciável em R de classe, no mı́nimo, C1. A função k é chamada de “curvatura”
da curva parametrizada diferenciável γ . Daı́, temos que: T ′(r) = n(r)k(r),r ∈ R. Com isso, a
curvatura pode ser escrita como:

k(r) =
1

∥γ ′(r)∥
θ
′(r). (2.3)

Pelo desenvolvimento até aqui realizado, temos: ⟨T,N⟩= 0, ⟨T,T ′⟩= 0,
〈
T,T,θ

〉
= 0.

u
θ

T

T ′

N

θ ′ > 0

γ

u

T

T ′

N

θ ′ < 0

γ

u

T ′

θ ′ > 0

γ

u
θ

T

T ′

N

θ ′ < 0

γ

N

T

θ

θ

Figura 5: Representações do referencial de Frenet, {T,N}, e do vetor T
′
, conforme a orientação

da curva γ e o sinal de θ ′. Fonte: autores.

A orientação da curva parametrizada diferenciável γ segue a regra da mão direita. Vemos na
Figura 5 as representações do referencial móvel, {T,N}, e do vetor T ′, conforme a orientação da

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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curva γ e o sinal de θ ′. Assim, a direção do vetor T ′ está relacionada ao valor de θ ′(r),r ∈R. Se
θ ′ > 0, logo T ′ e N têm o mesmo sentido. Se θ ′ < 0, T ′ e N têm sentidos opostos.

A curvatura k indica a velocidade com que as retas tangentes à curva γ mudam de direção. Sejam
r0 ∈R e k a função curvatura da curva γ . Dizemos que r0 é um “ponto de inflexão” da curva γ se
k(r0) = 0. No ponto de inflexão, a curvatura muda de sinal.

2.2.2 As espirais ocultas de Charoux

(i) (ii) (iii)

Figura 6: (i) Curva oculta α . (ii) Curva oculta β . (iii) Representação simultânea dos vértices An e
Bn, das linhas poligonais LAn e LBn e das curvas ocultas α (vermelho) e β (azul). Fonte: autores.

Com base no item 2.2.1, tomaremos agora duas curvas parametrizadas diferenciáveis, α e β ,
que contenham, respectivamente, os vértices A0,A1,A2, . . . e B0, B1, B2, . . . e que associam, a
cada valor real t, um par de coordenadas reais. A definição destas curvas parte das expressões
que definem os vértices das linhas poligonais, em função de n ∈N – as equações (2.1). Contudo,
não basta repeti-las para t ∈ R, porque potências não inteiras de (−1) nos dariam coordenadas
complexas. Para estender o resultado aos reais, e apenas a eles, valemo-nos de funções trigo-
nométricas diferenciáveis que podem refletir tanto a alternância de sinais como a variação de
incrementos entre vértices consecutivos. Nestas funções, uma combinação apropriada de senos e
cossenos deve exercer o mesmo papel das potências de (−1) usadas nas equações (2.1). E para
garantir que as curvas correspondentes contenham todos os vértices do traçado original, valemo-
nos de senos e cossenos dos produtos tπ ou t π

2 , de modo a garantir que, se t é inteiro, a imagem
também será. Por esse caminho, e fazendo os devidos ajustes para diferentes valores iniciais,
chegamos às curvas α(t) = (xa(t),ya(t)) e β (t) = (xb(t),yb(t)), para todo parâmetro t ∈ R+,
dadas por: 

xa(t) = 1
4 (senω1(t)+ cosω1(t)) f1(t)+ 1

2 (senω3(t)−1) ,
ya(t) = 1

4 (senυ1(t)+ cosυ1(t)) f2(t),
xb(t) = 1

4 (senω2(t)+ cosω2(t)) f1(t)+ 1
2 (sen(2ω2(t))−1) ,

yb(t) = 1
4 (senυ3(t)+ cosυ3(t)) f2(t),

(2.4)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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sendo: ω1(t) = (t + 1)π

2 ; ω2(t) = (t − 1)π

2 ; ω3(t) = tπ; υ1(t) = (t + 2)π

2 ; υ2(t) = (t + 1)π;
υ3(t) = t π

2 ; f1(t) = 2t + cosω3 +1; e f2(t) = 2t + cosυ2 +1.

Chamaremos as curvas α e β (equações (2.4)) de “espirais ocultas de Charoux”, as quais são
definidas essencialmente por funções trigonométricas. Por esse expediente, obtemos curvas di-
ferenciáveis de classe C∞, no mı́nimo C1, para t ∈ R+, cujos traços são apresentados, respecti-
vamente, nas figuras 6-i e 6-ii. Na Figura 6-iii são mostrados, simultaneamente, as curvas α e β ,
bem como as sequências de vértices (An) e (Bn) e as respectivas linhas poligonais LAn e LBn,
para n = 0,1,2,3, . . .

2.2.3 A curvatura da espiral oculta

Trataremos agora da curvatura da espiral oculta de Charoux. É um ponto central no exame dessa
obra, dado que, como pretendemos mostrar, a variação da curvatura pode lançar luz sobre alguns
aspectos do trabalho do artista.

A curvatura k das espirais ocultas de Charoux é obtida por meio da substituição das equações
(2.4) na equação (2.2) ou (2.3). Ambas as espirais, α e β , têm a mesma curvatura, para todo
t ∈ R+, a qual pode ser visualizada na Figura 7. Considerando três casas decimais, temos: para
t = 0, k(0) = −2.983; e para t → +∞, k(t)→ 0. Desta forma, as espirais ocultas tendem a uma
reta. A oscilação se deve ao comportamento trigonométrico da expressão de k. Observamos que,
entre t = 2 e t = 4, existem pontos onde a curvatura é positiva. Isso nos motivou a determinar os
pontos de inflexão da curva, onde a curvatura é zero.

-5

-4

-3

-2

-1

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0

Figura 7: Gráfico da curvatura k, para 0 ≤ t < 15. Fonte: autores.

Na Tabela 1 temos as seguintes indicações, referentes à espiral oculta α: os pontos de máximo
e mı́nimo da curvatura, Q1 até Q12; os pontos de inflexão, P1 até P4; e os pontos de vértice, A0

até A5, relacionados ao parâmetro t. Nos pontos de inflexão, considerando quatro casas decimais,
temos k(2.1626) = k(2.3935) = k(3.1661) = k(3.4075) = 0. Para determinar os demais valores
da curvatura, relativos aos parâmetros t, basta utilizar a equação (2.2).

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783



i
i

“1783” — 2024/10/21 — 17:42 — page 12 — #12 i
i

i
i

i
i

12 ARTE E MATEMÁTICA NO TRAÇO DE LOTHAR CHAROUX

Um gráfico da curvatura k, sendo t ∈ [0,6], com maiores detalhes, é mostrado na Figura 8-i. Nele,
vemos o ponto inicial Q0, com k(0) = −2.983; os pontos Q1 até Q12, que representam valores
máximos e mı́nimos da curvatura numa vizinhança de t; e P1, P2, P3 e P4, que indicam os pontos
de inflexão da espiral. Consideramos t ∈ [0,6], já que, entre An eAn+1, para n = 6,7,8, . . . , o
comportamento da curvatura se mantém o mesmo. Nesse intervalo, a curvatura k tem grande
oscilação devido ao ângulo σ(t), conforme visto na Figura 7.

Tabela 1: Indicação dos parâmetros t relacionados aos pontos de inflexão da curvatura, aos pontos
de máximos e mı́nimos da curvatura e aos pontos de vértices da curva oculta. Fonte: autores.

t
Pontos

Inflexões Curvaturas máx. e min. Vértices
0 Q0 A0

0.0983 Q1

0.4462 Q2

0.7438 Q3

1 A1

1.2559 Q4

1.6968 Q5

2 A2

2.1626 P1

2.2841 Q6

2.3935 P2

2.7945 Q7

3 A3

3.1661 P3

3.2747 Q8

3.4075 P4

3.8922 Q9

4 A4

4.3408 Q10

4.6962 Q11

5 A5

5.1973 Q12

Como se vê na Figura 8-i, a curvatura só não é negativa nos intervalos J1 =]2.1626,2.3935[ e
J2 =]3.1661,3.4075[. Considerando a curva α (equações 2.4) na equação (2.3) e, a partir da
Figura 7, temos que:

• se t ∈ R+\]J1∪ J2[, logo k(t) < 0, daı́ o vetor T ′(t) tem sentido oposto ao vetor normal,
N.

• se t ∈]J1∪ J2[, logo k(t)> 0, daı́ o vetor T ′(t) tem o mesmo sentido do vetor normal, N.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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Podemos visualizar em detalhe, na Figura 8-ii, o comportamento da curvatura k ao longo
da espiral oculta. As indicações dos pontos são as mesmas da figuras 8-i, para facilitar o
entendimento.

(i) (ii)

-5

-4

-3

-2

-1

1

0
1 2 3 4 5

Figura 8: (i) Gráfico da curvatura k da curva oculta, bem como, as representações dos pontos de
valores máximos e mı́nimos locais e dos pontos de inflexão. (ii) Curva oculta α com indicação
dos pontos de vértices (A0 até A5), das linhas poligonais (LA1 até LA5), dos pontos de inflexão
(P1 até P4) e os pontos com curvaturas máximas (Q1, Q3, Q5, Q7, Q9 e Q11) e mı́nimas (Q2, Q4,
Q6, Q8, Q10 e Q12) locais. Fonte: autores.

3 ANÁLISE E DISCUSSÃO

Não se pretende aqui que uma obra de arte seja julgada a partir dos fundamentos matemáticos que
possam estruturá-la. Mas, dada a evidente motivação geométrica de artistas do movimento con-
creto, Charoux em particular, pretendemos mostrar que é possı́vel buscar na Matemática pontos
de apoio ao juı́zo formado no campo estético – e contrapontos.

É o que faremos neste item, confrontando a abordagem matemática de seu traço às impressões
que a arte de Charoux deixou na crı́tica, no jornalismo cultural e entre historiadores. E o fare-
mos segundo quatro eixos: rigor e coerência; imprecisões e ambiguidades; movimento e espaço;
Matemática e emoção. Daremos especial atenção aos crı́ticos de primeira hora do movimento
concreto, como Mario Pedrosa e Sergio Milliet; aos autores do catálogo da mostra de 1974
Retrospectiva Charoux; e à pesquisa de Maria Alice Milliet.

3.1 Rigor e coerência

Diversos crı́ticos e estudiosos atribuem ao trabalho de Charoux rigor e coerência [4,9,18,22,24,
34, 35].

Em artigo de 1957, o crı́tico Mario Pedrosa recomendava certa exposição de desenhos do artista
pela “coerência da demonstração” e por permitir um “contato extremamente ilustrativo com as

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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premissas do movimento concreto”: “Seu desenho é a expressão direta e simples dos princı́pios
mais rigorosos do concretismo” [22]. Sua arte “é feita de rigor, mas de um rigor que se disfarça”,
e o artista, ainda segundo Pedrosa, é “severo, rigoroso, fugindo às indecisões como o diabo da
cruz” [22].

Ao examinar em retrospectiva a obra de Charoux, Pontual [24] anota sua “coerência evolutiva”
e afirma que por volta de 1955 o artista assumira, “inteira e definitivamente, o rumo da pura
construção rigorosa de um novo espaço pictórico”.

Obviamente, não se procura no desenho de Charoux ora examinado, ou em qualquer outro, a
mesma noção de rigor que se aplica a uma demonstração matemática. Mas cabe reconhecer a
lógica interna da obra ora examinada: o traçado do artista se deduz de regras muito precisas e
bem definidas – de outra forma, não poderı́amos descrever os vértices das linhas poligonais, tal
como fizemos por meio das equações (2.1).

Neste sentido, pode-se de fato tomar esta obra de 1958 como exemplo do rigor e da coerência de
Charoux. Pode-se tomá-la, aliás, como exemplo do modo de criação reivindicado por Max Bill,
em que o artista parte de “um esquema gerador”, e, “tal qual num teorema de álgebra, a forma
se desenvolve” [1]. A esse respeito, observamos que o desenho ora examinado remete à própria
obra de Max Bill, em particular à linha poligonal que organiza as Quinze Variações Sobre um
Mesmo Tema (1935-38).

3.2 Imprecisões e ambiguidades

Em aparente paradoxo, atribuem-se tanto rigor e coerência como ambiguidade e imprecisão ao
trabalho de Charoux. Para Milliet [18], Charoux “sentia-se atraı́do pela ambiguidade das soluções
compositivas do plano, pela instabilidade do equilı́brio”. Pedrosa chama atenção para o “jogo das
ambivalências visuais em que paralelas parecem convergir ou divergir, aproximar-se do centro
da figura ou abrir-se” [22]. Em texto reproduzido por Gullar [13], o crı́tico afirma ainda que a
obra de Charoux é “uma pesquisa (. . . ) ardente de precisão e de contra-precisão; quer dizer, a
precisão é controlada pela imprecisão.”

Do ponto de vista matemático, tanto as linhas traçadas pelo artista como as curvas modeladas a
partir delas são perfeitamente precisas: seus pontos estão bem definidos pelas funções descritas
na seção 2, não havendo qualquer ambiguidade – ou não seriam funções, por óbvio. Há, no
entanto, uma persistente quebra de expectativa no traçado do artista, um certo desconforto, que,
com alguma liberdade, podemos tomar como expressão da “contra-precisão” e “ambiguidade”
apontadas pela crı́tica. E o estudo das curvas parametrizadas diferenciáveis, proposto na subseção
2.2, parece capturar esse aspecto marcante da obra de Charoux.

Primeiramente, chamamos atenção para a oposição entre a malha cartesiana, de retas horizon-
tais e verticais, e as linhas poligonais, de inclinações inicialmente conflitantes. Conforme nos
afastamos do centro do desenho, ou seja, conforme n aumenta e tg(σn) =

1
n+1 diminui, os seg-

mentos poligonais parecem “endireitar”, tendendo a alinhar-se aos eixos horizontal e vertical do
sistema de coordenadas. O resultado são linhas “quase paralelas” à malha quadriculada. Mas essa

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01783
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tendência ao conforto do paralelismo não se realiza nos limites do desenho, e, assim, a tensão
nunca se desfaz.

As curvas parametrizadas descritas na subseção 2.2 refletem esse jogo de “precisão” e “contra-
precisão”. Como a Figura 7 ilustra, a curvatura k ora aumenta, ora diminui, em função de t,
chegando por quatro vezes a mudar de sinal. Essa oscilação da curvatura, conforme t varia,
pode ser tomada como a expressão matemática da permanente tensão promovida pelo traçado do
artista. Sugerimos que a curvatura k possa de fato medir este desconforto, com oscilações que se
abrandam, sem nunca cessar, conforme o parâmetro t aumenta.

Lembramos adicionalmente que, dado o sistema ortogonal adotado, o comprimento das linhas
poligonais é necessariamente um número irracional. Como apontado na subseção 2.1, todos os
segmentos das linhas poligonais podem ser tomados como hipotenusas de triângulos retângulos
em que a medida de um cateto é um número inteiro, e a do outro, a unidade. Assim, pelo Teo-
rema de Pitágoras, todas as hipotenusas medem

√
(n+1)2 +1. São, digamos, quase quadrados

perfeitos. É certo que um número irracional não é menos preciso que um número inteiro, mas
é igualmente certo que os segmentos poligonais não podem se ajustar aos segmentos da malha
cartesiana – são, como se sabe, incomensuráveis.

3.3 Movimento e espaço

Tanto na Arte como na Matemática, é imediata a correspondência entre linha e movimento. Cita-
mos aqui ponto, linha, plano, obra seminal de Vassily Kandinsky [14], que inspirou o movimento
concretista: “(A linha geométrica) é o rasto do ponto em movimento, portanto, é o seu produto.
Nasceu do movimento, e isto pelo aniquilamento da imobilidade suprema do ponto.”

Não surpreende que a obra de Charoux, artista que se notabilizou pelo uso da linha, seja tão
frequentemente associada a ideia de movimento. Para Pontual [24], “as linhas, embora fixadas
no papel ou na tela, não estão paradas, porque o nosso olhar as percorre e move”. Para Ferraz
[12], “na sua imobilidade silenciosa, as linhas e as formas de Charoux se movem. . . ”. Segundo
Zanini [35], “suas formas definem-se com nitidez, ao mesmo tempo que se transformam pelas
interpenetrações espaciais, provocando calmos movimentos óticos”. E no próprio manifesto que
funda o concretismo no Brasil, defende-se a “renovação dos valores essenciais da arte visual
(espaço-tempo, movimento e matéria)” [7].

Não é preciso muito esforço para estabelecer a correspondência da noção de movimento com
a parametrização de curvas. De fato, a parametrização de curvas pode ser entendida, e assim é
justamente ensinada, como estratégia para descrever a posição de uma partı́cula em função do
tempo, não sendo por outra razão que se convencionou tomar a letra t para representar a variável
independente [27].

Mas que tipo de movimento o desenho ora examinado sugere? Aqui, chamamos atenção para o
contraste entre o movimento retilı́neo que cada segmento poligonal sugere e as bruscas guina-
das associadas aos vértices (An),(Bn), guinadas cada vez mais próximas de 90 graus, conforme
n ∈ {0,1,2,3, . . .} aumenta. O resultado são formas espiraladas, com pontos cada vez mais dis-
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tantes do centro. As curvas parametrizadas diferenciáveis obtidas nas equações (2.4) superam
esse contraste, ao definir uma rota de fuga a partir do centro do desenho, sem mudanças abruptas
de direção. E aqui tomamos a liberdade de reler esta obra de Charoux à luz do comentário de
Zanini [35]: as linhas poligonais “definem-se com nitidez”, enquanto as espirais ocultas, cuja
curvatura estudamos, traduzem “calmos movimentos óticos”, cada vez mais calmos, conforme o
parâmetro t aumenta.

É certo que, segundo a proposta concretista, a arte não representa nada além de si mesmo. Mas
isso não torna o trabalho de Charoux imune a interpretações no plano simbólico. Não é preciso
muita imaginação para reconhecer no jogo de curvas parametrizadas os braços de uma galáxia
espiral. Ferraz, de fato, enxergava nele certa “reverência contemplativa face aos mistérios do
universo”, enquanto Vieira via “elementos cósmicos” nas obras de fundo preto, que “lembram
rotações de galáxias” [18]. E ainda Vieira: “Parece-nos que sua arte, ora no mundo industrial, ora
no mundo cósmico também se nutre de mistérios, ideologias e sentimentos” [30].

3.4 Matemática e emoção

Os artistas do movimento concreto não tiveram aceitação imediata no Brasil. Logo após a mostra
inaugural, em 1952, o mais influente crı́tico em atividade em São Paulo, Sergio Milliet, fez pouco
do manifesto do Grupo Ruptura [20], apontando “contradições e vaguidades”. “Pelo estilo e a
gramática, a algaravia apenas aborrece”, escreveu. Quanto às obras em exposição, opinou que
“uns (artistas) revelam boa técnica, domı́nio do instrumento de expressão, gosto e inteligência.
Outros são menos maduros, menos imaginativos.”

No Rio, outro influente crı́tico de arte, também fazia ressalvas ao trabalho dos paulistas. Sobre
Charoux, em particular, Mário Pedrosa escreve em 1957 que sua arte é modesta e presa aos
cânones do concretismo. E decreta: a arte de Charoux até “encanta ou atrai, mas não arrebata nem
se impõe” [22]. Pedrosa seria o mentor do grupo de artistas do Rio de Janeiro que, na tentativa
de romper com supostas limitações do concretismo, lançariam em 1959 o neoconcretismo.

Comumente, as ressalvas que se fizeram à arte concreta tiveram por alvo o ordenamento ma-
temático da criação artı́stica, tomado por dogmatismo. “O racionalismo rouba à arte toda a
autonomia e substitui as qualidades intransferı́veis da obra de arte por noções da objetividade
cientı́fica”, critica Gullar [6], no manifesto lançado pelos neoconcretos.

Curiosamente, também os comentários elogiosos tendem a relativizar o regramento matemático
das obras concretistas, encontrando, em sua negação, espaço para a criatividade artı́stica. Para
Laus [10], Charoux “sabe quebrar a rigidez geométrica das composições mediante artifı́cios
pictóricos que dão à tela vibração e luminosidade”. Tristão [10] aponta certo “geometrismo alta-
mente técnico, matemático e estudado, mas consciente do seu papel nas criações artı́sticas”. Para
Almeida [10], o trabalho do artista, “malgrado a frieza geométrica do resultado, não dispensa os
haustos da inspiração”.

Claramente, tais crı́ticas e ressalvas embutem a ideia de que a Matemática seja um polo de
“frieza”, “ascetismo”, “severidade”, “impessoalidade”, “formalismo”, por oposição à “sensibili-
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dade”, “intuição”, “subjetividade” da criação artı́stica, para usar termos com que nos deparamos
na presente pesquisa. É uma ideia superada, acreditamos. Max Bill, ele próprio entusiasta da
abordagem matemática, esclarecia assim a falsa oposição entre Matemática e emoção, em entre-
vista de 1953: “As emoções não devem ser sentidas matematicamente. Porém mesmo nas ciências
matemáticas há este lado filosófico perfeito que os matemáticos, com justa razão, podem se emo-
cionar com o resultado” [18]. Quanto a isso, vale lembrar Poincaré [23], a respeito da pesquisa
matemática: “É por meio da lógica que provamos, mas é por meio da intuição que descobrimos.”

4 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Em seu manifesto, o Grupo Ruptura defendia a criação de “formas novas” a partir de “princı́pios
novos” [7]. Do ponto de vista matemático, é claro, não cabe falar em princı́pios novos – ou
velhos. Cabe reconhecer a originalidade das formas criadas por Charoux. Ayala [2] enxerga em
seu trabalho a “intensa criação de formas e espaços resultantes de equações gráficas da mais
alta originalidade”. Para Pedrosa [22], Charoux passeia por um “vasto campo de formas novas,
inéditas ou inusuais, como que explicado ou decodificado pela geometria”.

É assim também que percebemos o traçado do artista examinado neste trabalho: uma forma nova,
inusual, que se pode descrever por meio das armas da geometria. Foi o que buscamos. Em um pri-
meiro momento, tratamos de descrever o traço do artista: duas linhas poligonais, ligando pontos
de uma malha quadriculada, determinados nas equações (2.1). Observamos então que, conforme
nos afastamos do centro do quadro, os segmentos das linhas poligonais tendem a se alinhar ao
gride. Como vimos, contudo, esse alinhamento não pode se concretizar nos limites da tela, daı́
certo desconforto, certa tensão, que relacionamos à imprecisão, instabilidade ou ambivalência,
que a crı́tica atribui a Charoux.

Essa permanente tensão reflete, a nosso ver, a quebra de expectativas que se experimenta a cada
guinada da linha poligonal. Para estudá-la, consideramos necessário ir além do desenho de Cha-
roux, e por isso construı́mos as curvas batizadas de espirais ocultas de Charoux, definidas pelas
equações (2.4).

Ao contrário das linhas poligonais, essas curvas parametrizadas são diferenciáveis em toda a
sua extensão, de modo que pudemos examinar sua curvatura. Verificamos que a curvatura varia
bruscamente de inı́cio, com oscilações acima e abaixo de zero – o que significa que a curvatura
chega a mudar de sentido. Conforme nos afastamos do centro da tela, as oscilações abrandam,
sem nunca cessar. Propomos que a curvatura expresse a permanente tensão, a inquietude que
experimentamos diante dessa obra de Charoux.

Dissemos no inı́cio que a Matemática pode inspirar a criação artı́stica, tanto quanto esta pode
despertar o interesse naquela. É particularmente o caso de Charoux, nos parece. É razoável, as-
sim, que busquemos pontos de contato entre o olhar matemático e sua fortuna crı́tica. Lembramos
a esse respeito o esforço de diversos autores em se apossar do jargão matemático, com maior ou
menor propriedade, para examinar a obra do artista. Vieira [31], por exemplo, fala na “verdade
trigonométrica”, em “ideias-números”, “crescimento homotético”, “hexagramas de Salomão” e
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“pentagrama de Pitágoras”. Zanini [33] fala em “funções ao nı́vel do limite”, “jogos combi-
natórios no espaço” e “transladação controlada”. É um esforço bem-vindo, a que pretendemos
nos somar.

Ao “decodificar” o traçado de Charoux por meio da geometria, para usar expressão de Pedrosa,
encontramos diversas correspondências com o juı́zo feito de sua obra. Procuramos investigá-las,
na seção 3 deste trabalho, de acordo com quatro eixos: rigor e coerência; imprecisões e ambi-
guidades; movimento e espaço; Matemática e emoção. Em seu conjunto, essas correspondências
demonstram que o exame dos “aspectos técnicos” e da matemática “oculta” da obra de Charoux
pode reforçar e até qualificar as impressões que causou na crı́tica. Pode, de quebra, afastar da
Matemática o estigma de frieza e impessoalidade. A esse respeito, vale lembrar as palavras de
Charoux, ele mesmo: “Dizem que geometria é um negócio frio. Pois eu fervo quando traço uma
linha” [19].

ABSTRACT. This study takes a mathematical look at a work of art by one of the pione-
ers of Brazilian concretism, Lothar Charoux (1912-1987). We examined a drawing with a
striking geometric appeal dating back to 1958. Based on its patterns, we defined a set of dif-
ferentiable parameterized curves, referred to as “hidden Charoux spirals”, and studied their
curvature. We intend that the mathematical description of this artwork, using the tools of
differential geometry, can enrich the artist’s critical fortune. To this end, we confronted the
mathematical description of the drawing with the impressions Charoux left among critics,
cultural journalists, and art historians.

Keywords: differential geometry, curvature, concrete art, Lothar Charoux.
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Brasileira de Matemática”, volume 1. SBM, Salvador (2004), p. 1–10.
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