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RESUMO. O formalismo de células acopladas é um jeito sistemdtico de representar e estudar equacdes
diferenciais acopladas nao-lineares usando grafos direcionados. Verificamos que apenas digrafos acoplados
bidirecionalmente podem representar sistemas hamiltonianos. Apresentamos resultados recentes em redes
de sistemas hamiltonianos acoplados linearizados com uma discussdo do teorema de Hopf hamiltoniano
neste contexto. Mostramos que o autoespaco numa bifurcacdo de codimensao um de um equilibrio sincrono
de uma rede regular hamiltoniana pode ser expresso em termos dos autoespagos da matriz de adjacéncia do
digrafo associado. Exibimos uma versao do teorema do centro de Lyapunov para esse tipo de rede.

Palavras-chave: sistemas hamiltonianos, células acopladas, bifurcacdo de equilibrio, subespaco de
sincronia.

1 INTRODUCAO

Virios formalismos foram propostos nos ultimos anos para estudar redes de equagdes diferen-
ciais acopladas. O formalismo por grupoides desenvolvido por Golubitsky, Stewart e vérios co-
autores [4, 6, 11] tem mostrado, dentre outros resultados, que essas redes suportam tipos ndo-
genéricos de fendmenos de bifurcacdo. Redes podem também suportar estruturas adicionais. Por
exemplo, Manoel e Roberts [7] estudaram quando uma rede pode ser considerada como um
sistema gradiente e forneceram uma aplicagdo ao modelo de Kuramoto e o modelo Antiferro-
magnético XY. Numa direcdo similar, em Chan et al. [2], os autores olharam para o problema
de acoplar sistemas hamiltonianos numa rede e examinar quando a estrutura da rede preserva a
estrutura hamiltoniana. Eles também apresentaram resultados de teoria linear na proximidade de
uma solucio de equilibrio e estabeleceram alguns resultados em bifurcagdo local. Neste trabalho,
revemos alguns desses resultados através de um resumo do que € exibido em [9].

2 REDES DE CELULAS HAMILTONIANAS ACOPLADAS

Sistemas de células acopladas sdo colegdes de r equagdes diferenciais ordindrias chamadas de
células com espago de fase varidvel x; € R%, parai € {1,...,r}. Por “célula” queremos dizer uma
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2 BIFURCAGOES EM REDES HAMILTONIANAS ACOPLADAS E O PROBLEMA DOS TRES CORPOS

componente ou unidade individual que possui seu préprio comportamento dindmico. Suponha

que a célula i receba entradas das células j;,,..., j;,. Entdo, a dindmica da i-ésima célula pode
ser escrita como

dx,-

E = ﬁ(xi,xjil geee 7xjim )

Sistemas de células acopladas podem ser representados graficamente usando grafos direcionados
(digrafos) os quais consistem de um conjunto ¢ de vértices (células) e um conjunto .& de setas
onde cada seta relaciona um par de vértices distintos. Veja a Figura 1 e repare que a seta {1,3} é
distinta de {3,1} por exemplo.

1 |la—=|2

Y N YN
O=0—0

Figura 1: Exemplo de um digrafo representando uma rede de 5 células.

A conectividade de uma rede ¢ é guardada em sua matriz de adjacéncia A¢, onde suas linhas e
colunas sdo indexadas pelos vértices de ¢ de tal modo que a;; representa o nimero de setas indo
da célula i para a célula j. Para acoplamento bidirecional, usaremos uma aresta nao-direcionada
para representar um par de setas em sentidos opostos para simplificar sua representagio grafica.

Um sistema de células acopladas é homogéneo se todas as células t&ém espacgos de fase de mesma
dimensao. Um sistema homogéneo € dito regular se todas as suas funcdes de acoplamento sdo
idénticas. Em particular, uma rede regular tem o mesmo nimero de entradas em cada célula,
também chamado de valéncia da rede. Nesta se¢do em diante nos restringimos a redes regulares.

Um sistema % = g(x) com x € R?" é dito hamiltoniano se existe uma fungio suave H : R — R
tal que g(x) = JVH(x) onde
7o 0 I, ,
-1, 0

com [, sendo a matriz identidade. Olharemos para sistemas hamiltonianos regulares onde cada
célula tem dimensdo 2n e € escrita na forma

d .

i:g(x,-,xi“...,xim) para i=1,...,r, 2.1)

dt
onde g(x;,0,...,0) = JVH(x;) para alguma funcio suave H : R*" — R implica que cada célula
€ um sistema hamiltoniano. Notemos que o niimero igual de entradas para cada célula restringe
a forma de g a um ndmero fixo de entradas. Assumimos o acoplamento linear do sistema (2.1)
impondo a condi¢do

Dxikg((),O,...,O):‘I’ para k=1,...,m, (2.2)

onde ¥ é uma matriz quadrada ndo-nula de ordem 2n chamada de matriz de acoplamento. Po-
demos representar a estrutura de acoplamento do sistema pela matriz A ® ¥, onde ® € o produto
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AMELO 3

tensorial de matrizes. Notemos que uma matriz M é hamiltoniana se M " J +JM = 0. Podemos
enunciar o primeiro resultado.

Teorema 2.1. Considere o sistema regular (2.1) com acolplamento linear (2.2) e para o qual
cada célula é hamiltoniana. Entdo, o sistema acoplado completo é hamiltoniano se, e somente

se, a matriz de acoplamento ¥ é hamiltoniana e a matriz de adjacéncia A é simétrica.

A prova deste resultado é obtida separando o sistema em termos lineares e nao-lineares. Como
0 acoplamento € linear, os termos ndo-lineares sdo os mesmos para todas as células. A estru-
tura hamiltoniana de ¥ e a simetria de A sdo condicdes necessdrias e suficientes para o sistema
linearizado ser hamiltoniano. E possivel construir a fun¢do hamiltoniana para o sistema inteiro
facilmente devido a uniformidade dos termos nao-lineares nas células.

Exemplo 2.1.1. Considere a rede 4 de valéncia 4 mostrada na Figura 2.

(01 01 0020 0]
101110000
010001002
1100107100
A=l0 1 01 01010
00101001 1
200100010
000011101
00200101 0]

Figura 2: Rede regular ndo-direcionada de 9 células com simetria D, e sua matriz de adjacéncia.

Note que & tem grupo de simetria abeliano D, gerado pelas reflexoes (2 6)(1 9) (4 8) e
(2 4)(3 7)(6 8). A matriz de adjacéncia A possui autovalores simples 4, £2+/2 e autovalores
+1, -2 com multiplicidade 2. Como o grupo é abeliano, notamos que os autovalores de multi-
plicidade 2 ndo sdo consequéncia da simetria mas da arquitetura da rede. Designadamente, os
autovetores de —2 sdo Vi = (1,0,—1,0,0,0,—1,0,1)" e Vo = (0,1,—1,1,-2,1,—1,1,0) .

3 TEORIA LINEAR

Consideramos que o sistema (2.1) satisfaz o Teorema 2.1 de modo que A é simétrica e ¥ €
hamiltoniana. Assumimos, sem perda de generalidade, que o sistema (2.1) tem uma solug@o
de equilibrio na origem, ou seja, g(0,0,...,0) = 0. Seja & = D,,g(0,0,...,0) a linearizagdo da
dindmica da célula i na origem. Esta também € uma matriz de ordem 2n. Entdo, a linearizagdo de
(2.1) na origem pode ser escrita como

M=1,0P+AxY. 3.1)
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Mencionaremos agora alguns resultados de [4, Lema 2.3 e Lema 2.6]. Sejam yy,..., s autova-
lores distintos de A e consideremos a matriz My, = ® + u;'¥'. Entdo, um resultado obtido € que
0s 2nr autovalores de M sdo a unido dos autovalores das matrizes My, parai=1,...,s. Em parti-
cular, se it € R é um autovalor de A com autoespago associado E4 (i) C R”, entdo, Ex (i) @ C*"
¢ invariante por M.

Para discutirmos a bifurca¢do de Hopf hamiltoniana na préxima se¢do, precisamos determinar a
estrutura dos autoespacos se os autovalores no eixo imaginario colidem quando um parametro é
variado. Colisdes de autovalores em matrizes hamiltonianas podem ser descritas usando a assina-
tura de Krein [8, Se¢do 9.11] e para o caso de autovalores puramente imaginarios, duas situagdes
ocorrem: aresonancia 1 : 1 e aresonancia 1 : —1. Apenas a resondncia 1 : —1 origina bifurcacdes,
como estabelecido por Buono et al. [1].

Agora, identificamos a situacdo em que um par de autovalores, puramente imagindrios e em
resonancia 1 : —1, surgem quando um parametro é variado. A partir de uma matriz M definida
por (3.1), dizemos que (®,¥) é um par de codimensdo um hamiltoniano se todos os autovalores
de My,,...,My, sdo distintos ou exatamente uma tal matriz My, para algum j =1,....s, tem
um autovalor nulo semisimples de multiplicidade 2 ou um autovalor puramente imaginario em
resondncia 1 : —1. Temos entdo o seguinte resultado:

Proposicio 3.1 ( [2, Teorema 3.10]). Suponha que (®,¥) é um par de codimensdo um ha-
miltoniano com © = i@ em resondncia 1 : —1 um autovalor de My onde [ é um autova-
lor semisimples de A. Seja Gy (0) o autoespago generalizado de ¢ em M, entdo Gy (o) ~
Ea(u) DEA(1L) ® Ea(u) ©Es(1) e existe uma base de Ex(1) @ C*" tal que

0 - 1 0
o 0 0 1

MGy (o) = o 0 0 - |®% (3.2)
0 0 o O

A demonstrago desse resultado diz que a base de Gy/(o) pode ser escrita como

P
P span{V; @ Im(U}),V; @Re(U)),V; @ Im(Us),V; @ Re(Us)}, (3.3)
j=1

onde Vi,...,V, é uma base para E4(u).
Observacao 1. Notemos que a dimensdo das células para que tenham autovalores puramente

imagindrios em resondncia 1 : —1 em My, deve ser pelo menos 4. Observe que (3.2) exibe o

desdobramentto versal da ressondncia 1 : —1.

Observacao 2. Para a ressondncia 1 : —1, no desdobramento versal dado por (3.2) os autova-
lores se separam do eixo imagindrio para formar um quarteto de Krein /8, Capitulo 9]. Veja a
Figura 3.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01571



AMELO 5
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(a) 1<0 (b) 1=0 () 1>0

Figura 3: Movimento dos autovalores no plano complexo com respeito a uma ressonancia 1 : —1.
(a) - (c) mostram os autovalores partindo do eixo imagindrio a medida que A < O transita para
A > 0. Reproduzido de [2].

4 O TEOREMA DE HOPF HAMILTONIANO

A bifurcacdo de solugdes periddicas ocorrendo em ressondncia 1 : —1 em sistemas genéricos de
equagdes hamiltonianas é descrito pelo Teorema de Hopf Hamiltoniano [12]. No contexto de
uma rede hamiltoniana de células hamiltonianas acopladas, a Proposi¢do 3.1 fornece a estrutura
linear na solucdo de equilibrio a partir da qual podemos estabelecer o resultado neste contexto.
No entanto, devemos identificar os subespacos onde a ressondncia 1 : —1 pode ser aplicada e
para a qual a sincronizag@o entre algumas células € alcangada.

Para uma rede ¢ de r células, o espago de fase total hamiltoniano P tem dimensdo 2nr e escre-
vemos suas coordenadas como x = (x1,...,x,) onde x; designa a célula j. Aqui usaremos um
conceito introduzido por Stewart et al. [11] sobre a estrutura de sistemas de células acopladas.
Denotamos por > uma relacdo de equivaléncia em ¢ e definimos um subespago polidiagonal
associado com > como

Aqg={xeP|xi=xj<=ixjVije{l,....,r}}.

A defini¢@o exata de relacdo de equivaléncia balanceada requer uma longa discussao e nos refe-
rimos a [11] para todos os detalhes. Contudo, o subespago A, é fluxo-invariante para todos os
campos vetorias admissiveis para a estrutura da rede se > € uma relacio de equivaléncia balan-
ceada [11, Teorema 6.5]. Para redes homogeéneas e regulares, descreveremos essa no¢ao a seguir.
Para uma relacdo de equivaléncia <, todas as células na mesma classe de equivaléncia recebem
uma cor distinta das outras classes de equivaléncia. Uma relagdo de equivaléncia < para uma
rede regular € dita balanceada se, para todas as células ¢ e d tais que ¢ > d, entdo as células
c e d recebem o mesmo nimero de entradas de células da mesma cor. O conceito de relagdo
de equivaléncia balanceada ¢ crucial para determinar subespacos onde a dindmica do sistema
acoplado é fluxo-invariante. Dizemos que A, € um subespago de sincronia se < € balanceada.
Em nosso contexto, precisamos ndo apenas de fluxo-invariancia do subespaco de sincronia mas
também saber que a estrutura hamiltoniana € preservada. Isso é provado em [2, Proposicao 4.1].
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6 BIFURCAGOES EM REDES HAMILTONIANAS ACOPLADAS E O PROBLEMA DOS TRES CORPOS

Um subespaco de sincronia A também é um subespaco simplético e se H é a fungdo hamiltoniana
para o campo vetorial em P, entdo H |, é a fun¢do hamiltoniana para o campo vetorial restrito a A.

Um sistema hamiltoniano em R* com ressonancia 1 : —1, como estudado em [12], tem forma
normal dada pela funcdo hamiltoniana

h(x,y) =S+N+AP+aP?,

1 1
S=xiy2—xay1, N= §(x§+x§), P= E(y%y%).

Em particular, o sinal do coeficiente a determina o cendrio de bifurcagdo: se a > 0, as solucdes
peri6dicas entram em colapso na origem quando o pardmetro A — 0~ e para a < 0, hd duas
familias de solugdes periddicas distintas que se cruzam na origem e se afastam da origem quando
A torna-se negativo. Suponha que dF(0,0) tem autovalores +-i em ressonéncia l : —1 e E é o
respectivo autoespaco generalizado.

Teorema 4.2 ( [2, Teorema 4.4]). Considere uma familia de 1-pardmetro numa rede hamiltoni-
ana de células acopladas com um equilibrio na origem. Suponha que a linearizacdo na origem
tenha uma ressondncia 1 : —1 com autoespaco E. Seja A um subespago de sincronia tal que
dim(ANE) =4. Seja ap o coeficiente da forma normal de hg em ANE. Entdo, desde que ap # 0,
os mesmos dois cendrios ocorrem como no Teorema de Hopf Hamiltoniano tradicional para

a < 0ea>0acima descritos.

Tustraremos o Teorema 4.2 usando a rede ¢ do Exemplo 2.1.1.

Exemplo 4.2.2. Relagées de equivaléncia balanceadas sdo obtidas colorindo as células. Note
que cada célula com a mesma cor recebe o mesmo niimero de entradas de um tipo de célula
colorida. Veja a Figura 4 para a relacdo de equivaléncia obtida do subespaco de sincro-
nia Ay (esquerda). Por exemplo, repare como cada célula vermelha recebe duas entradas de
células verdes e duas entrada de células azuis. Obtemos os subespagos de sincronia Ay =
{(a,b,c,b,d,b,c,b,a) | a,b,c,d € R} e Ay = {(a,b,a,c,d,c,a,b,a) | a,b,c,d € R**}. Como
descrito em [2], se i ocorre a partir da matriz My, onde |1 é um dos autovalores de multipli-
cidade 2 de A, digamos, L = —2 entdo tomando U, e U, como autovetor e autovetor genera-
lizado de o, respectivamente. Seja Vi,V, uma base de —2. Por (3.3) vemos que Gy (1) C Ay
pois V1,V € Aj como pode ser verificado. Portanto, o Teorema 4.2 nos diz que existem familias
de solugées periodicas, conforme descrito no pardgrafo anterior ao Teorema 4.2 que exibem o
padrdo de sincronizagdo de A.

5 TEOREMA DO CENTRO DE LYAPUNOV PARA REDES HAMILTONIANAS

Finalizamos este resumo considerando uma extensdo do Teorema do Centro de Lyapunov
para o caso de redes hamiltonianas. Esse resultado descreve a existéncia de uma familia de
orbitas periddicas na vizinhanga de uma solu¢@o de equilibrio com um par de autovalores pu-
ramente imagindrios ndo-ressonantes tais que a frequéncia da familia de 6rbitas converge para a
frequéncia dada pelo autovalor puramente imagindrio [veja Meyer et al.( [10, Secdo 9.2])].

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01571



AMELO 7

©

&
Figura 4: Coloragdes balanceadas ndo-triviais da rede de 9 células & correspondentes aos
subespacos de sincronia Ay (esquerda) e A, (direita).

Seja x = F(x) e assuma F(0) = 0. Relembrando Meyer et al.( [10, Proposi¢do 3.3.1]) onde
autovalores de matrizes hamiltonianas reais se apresentam em quartetos A, 4, —A e — A, obtemos
o seguinte resultado:

Teorema 5.3 ( [9, Teorema 3.37]). Suponha que dF (0) tem um par de autovalores puramente
imagindrios Ay = i®w em My, de modo que todos os demais autovalores A (exceto por A1) sdo ndo-
ressonantes; ou seja, A # kAy para k € 7. Seja E o autoespago de A, A1 e A um subespaco de
sincronia tal que dim(ANE) = 2. Entdo, existe uma familia de orbitas periddicas de 1-pardmetro
Ye para € € [0, &) em ANE formando uma variedade suave 2-dimensional de drbitas periddicas
contendo o equilibrio x = 0 e tais que o periodo de Y. converge para 27/ ® quando € — 0.
Proof. As hipdteses do enunciado garantem que o subsistema hamiltoniano restrito ao subespaco
de sincronia A satisfazem as hipéteses do Teorema do Centro de Lyapunov convencional [10,
Teorema 9.2.1]. Assim, a conclusdo segue imediatamente. O

Exemplo 5.3.3. No Exemplo 2.1.1, suponha que A = i@ € M_| com autovetor complexo U].
O autovalor —1 de A tem autovetor Wy = (0,1,0,—1,0,—1,0,1,0) € Ay. Entdo, span{W; ®
Im(U;),W; @Re(U))} C Ay e assim, as orbitas periddicas seguem o padrao ilustrado na Figura
4 (direita).

6 O PROBLEMA RESTRITO DOS TRES CORPOS

O problema dos 3 corpos € relativamente simples de estabelecer: 3 particulas movem-se no
espaco sobre a influéncia de sua atracdo gravitacional mutua; dadas as condi¢des iniciais, de-
termine seus movimentos subsequentes. Esse ¢ um exemplo de problema matematico simples
de propdr e dificil de resolver. Assim sua forma simplificada, chamada problema restrito dos 3
corpos (PR3C), é considerada em mecanica celeste. Nessa formulacdo, 2 dos corpos (chamados
de primdrias) giram em torno de seus centros de massa em Orbitas circulares sobre a influéncia
de sua atrag@o gravitacional mutua formando um sistema de 2 corpos cujo movimento é co-
nhecido. Um terceiro corpo (geralmente um asterdide, uma espago ou um satélite) tem massa
desconsiderada. Isso significa que este ndo perturba o movimento das primdarias enquato é gravi-
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8 BIFURCAGOES EM REDES HAMILTONIANAS ACOPLADAS E O PROBLEMA DOS TRES CORPOS

tacionalmente influenciado por elas, providenciando uma boa aproximacao para situagdes fisicas
reais e foi usado como modelo em vdrios estudos.

Com sua formulacdo das leis de movimento, a lei da gravitagao universal e sua solu¢do do pro-
blema de 2 corpos, Newton pdde explicar as trés leis de Kepler no movimento de Marte e outros
planetas. Quando ele passou a dar ateng@o ao sistema Sol-Terra-Lua, sua incapacidade de resol-
ver esse problema de 3 corpos o fez comentar ao astronomo John Machin que “sua cabega nunca
. Em 1890, Poincaré mostrou que o problema de

9]

havia doido como em seus estudos sobre a lua
3 corpos completo é um exemplo de dindmica cadtica que ndo pode ser resolvido por expressdes
algébricas e integrais.

Para o PR3C de acordo com [10, Se¢do 4.1], sejam pt > 0e 1 — u > 0 as massas das primdrias.
Sejam (g1,q2) € R? as coordenadas da particula infinitesimal num sistema de coordenadas cir-
culares e (p1,p2) € R?> o momento conjugado a (¢1,¢2). O sistema de coordenadas circulares é
escolhido de modo que o corpo de massa U estd sempre em (1 — 1t,0) e o corpo de massa 1 — i
estd em (—u,0). O hamiltoniano que governa o movimento da particula infinitesimal nessas
coordenadas é dado por
1 1—
H(q,p) = E(p?+p%)+qw1—q1pz— K = — K - 6.1)
V@ -1+p2+g @ +m2+4

Considerando a expressao do auto-potencial dada por

2
A (6.2)

onde d; € a distancia da particula para a i-ésima primdria, podemos escrever (6.1) como o sistema
de equagdes
G1=p1+q
42 =p2—q1
U
pr=prtg_ (©.3)
q1
. U
p2=—-p1+ T
q2
Observe que este € um sistema de células acopladas compativel com a rede da Figura 5.
Figura 5: A mais simples rede de 2 células com multiplas arestas.

Outra expressdo importante € a do potencial generalizado do PR3C dada por

1
V=2(a+a5)+U(1q)- (6.4)

"Manuscrito de Newton na colecdo de Keynes, King’s College, Cambridge, UK. MSS 130.6, Livro 3; 130.5
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Se assumirmos &; e & como pontos criticos de (6.4), podemos estudar um possivel equilibrio
introduzindo novas coordenadas com

u=q—&, vi=pi—&,
w =qr— &, v =pr—&.

Essa mudanca de coordenadas é claramente simplética, de modo que podemos aplici-la ao ha-
miltoniano (6.1) e preservar sua estrutura. Expandindo em termos de segunda ordem nas novas
variaveis, obtemos

1 1
H(u,v) = E(v% —Q—V%) +upvi —ugvy — E(Uq‘ql u% +2Uq]q2u1u2—|—Uq2q2u%) 4

Nao ha termos lineares pois a expansao € realizada num equilibrio e o termo constante foi omitido
por ndo contriuir para o sistema de equagdes. Lembrando que o sistema original ndo é comple-
tamente conservativo pois possui uma forca que depende da velocidade da particula, a chamada
forca de Coriolis. Contudo, no potencial generalizado em questio, podemos assumir a veloci-
dade nula por se tratar de um equilibrio e o sistema sera conservativo. O hamiltoniano quadratico
acima fornece a matriz hamiltoniana

-1 0 0
qu quz 0
Uqlqz quqz -1

6.5)

oS O = O

Os autovalores dessa matriz determinam o comportamento do sistema linearizado. O polindmio
caracteristico é

4 2 z
A+ (4 =Yg = V) A"+ V101 Varar = Vg, = 0

onde as derivadas parciais sao

3qi+p)?—df | 3(q+u—1)—d}

Vo =1+ (1— ) +u
g & &
l—p p
Vaig —3‘11q2<+)a
192 d? dg
3¢3—d? 345—-d?
V‘lz‘h:l—’_(l_“) st ]+.u zds 2
1 2

e precisam ser calculadas a partir de pontos criticos.

Um resultado conhecido é que existem cinco pontos de equilibrio, conhecidos por pontos de
Lagrange: as trés solucdes de Euler que sdo colineares em relagdo as primdrias (Ly, Ly e L3) e
as duas solugdes de Lagrange que formam um tridngulo equildtero com as primadrias (L4 € Ls).
Enquanto as solugdes de Euler sdo sabidamente instaveis, as solu¢cdes de Lagrange sdo estaveis.
Lagrange pensou que essas solucdes ndo tinham significAncia astrondmica mas no Século XX
centenas de asterdides, os Troianos, foram encontrados oscilando ao redor de L4 no sistema Sol-
Japiter, assim como outro conjunto, os Gregos, foi encontrado oscilando ao redor de Ls. Ou seja,
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um grupo de asteréides, o sol e Jipiter formam aproximadamente um tridngulo equilatero (veja
a Firgura 6).

Como as coordenadas de L4 foram estabelecidas para ser & = % —ueé = % 3, as derivadas
parciais de V podem ser explicitamente calculadas. Elas sao

3 33 9
Vaiar = 4’ Varg = _T(l —2u), Varar = 4 (6.6)

O polindmio caracteristico de (6.5) assim torna-se
27
A4+12+Zu(1—u)=o 6.7)

cujas raizes sao

lzzé(fli 1727;1(17#)). 6.8)

Quando a raiz quadrada acima é zero, obtemos o autovalor 4-iv/2/2 com multiplicidade 2. Isso
ocorre para L = U = (1 —+v/69/9)/2 = 0.0385, conhecida como propor¢do de Routh. Por
simetria, o mesmo vale para 1 — ;. Também vemos que a matriz (6.5) ndo é diagonalizavel.

O autovalor +i\/2/2, por ser imagindrio puro, produz uma bifurcacio de Hopf hamiltoniana
em L4. Além disso, para pardmetros tais que 0 < @t < (1, os autovalores sdo distintos nimeros
imagindrios puros +i@;, +ia,, com 0 < @, < ©;. Como +im,/ +i®; é menor que 1 em mddulo,
o Teorema do Centro de Lyapunov, assim como seu andlogo para redes (Teorema 5.3), implica
que existem familias de érbitas periddicas surgindo de Ly com periodo préximo de 27/ ®; para
todo u tal que O < u < ;. Essa é a chamada familia de curto periodo.

Defina agora , como o valor de i para o qual @; /@, =r. Se 0 < U < Uj e U # U, para
r=1,2,..., entdo o Teorema do Centro de Lyapunov implica na existéncia de uma familia de

Figura 6: Tlustracdo dos cinco pontos de Lagrange com relacdo ao sistema Sol-Jupiter.
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6rbitas periddicas surgindo de Ls com periodo préximo de 27t/ @,, a chamada familia de longo
periodo (veja a Figura 7).

Figura 7: Ilustracdo da familia de longo perfiodo em L4 no sistema Terra-Lua gerada pelo software
AUTO. Reproduzida de [9].

7 CONCLUSOES

Neste trabalho, relatamos uma conexdo entre uma classe de sistemas dindmicos e sua
representacdo no formalismo de grupoides. Com a estrutura estabelecida, podemos construir re-
des hamiltonianas a partir de redes menores, o que pode ser titil para investigar redes complexas
que também sdao hamiltonianas e possiveis relagdes espectrais além da matriz de adjacéncia.
Vemos o quanto estudos de solugdes periddicas do PR3C tem papel relevante em mecénica
celeste. Esperamos que, com mais avancos nos estudos e novos resultados, a discussdo sobre
linearizagdes e bifurcacdes de equilibrio feita aqui possa auxiliar em modelos e problemas so-
fisticados como o PR3C e outros sistemas complexos. Apesar de nos restringirmos aqui a redes
homegéneas, uma abordagem para o contexto ndo-homogéneo foi proposta em [3]. Proximos
trabalhos contemplardo redes de mapas acoplados e modelos logisticos como os sistemas ba-
seados nas equagdes de Lotka-Volterra, por exemplo, e talvez uma releitura do fendmeno da
homeostase [5] em outros campos da cié€ncia.

ABSTRACT. The coupled cell formalism is a systematic way of representing and studying
nonlinear coupled differential equations using directed graphs. We observed that only bidi-
rectionally coupled digraphs can represent Hamiltonian systems. We present recent results
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in networks of linearized coupled Hamiltonian systems with a discussion of the Hamiltonian
Hopf theorem in this context. We show that the eigenspace in a bifurcation of codimension
one of a synchronous equilibrium of a regular Hamiltonian network can be expressed in
terms of the eigenspaces of the adjacency matrix of the associated digraph. We display a
version of the Lyapunov center theorem for this type of network.

Keywords: hamiltonian systems, coupled cells, equilibrium bifurcation, synchrony
subspace.
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