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RESUMO. Neste trabalho propomos uma nova técnica para verificar se um grafo corresponde a algum
emparelhamento de arestas. Para isso propomos o uso do que intitulamos grafo paralelo; um grafo onde
cada aresta ¢ dividida em duas semi-arestas orientadas. Este grafo associa uma palavra a um dado empa-
relhamento, de forma que operacdes sobre as palavras podem ser usadas para determinar a equivaléncia
entre dois emparelhamentos. A relagdo entre a palavra e os vértices do emparelhamento é determinada por
um algoritmo proposto chamado chuva de vértices. Por fim, determinamos a relacdo entre a extensdo de
vértices e a palavra associada.

Palavras-chave: geometria e topologia, computagdo cientifica, grafos, emparelhamento de arestas.

1 INTRODUCAO

Neste trabalho, propomos um método alternativo para determinar se um dado grafo G com A
arestas, mergulhado sobre uma superficie fechada e orientada M, corresponde a algum empare-
lhamento de arestas de poligono regular & com 2A arestas. Em outras palavras, introduzimos
grafos paralelos ¥, como bordo de uma vizinhanca tubular da imagem do mergulho de G sobre
M, para verificar se a imagem de G coincide com a imagem de algum emparelhamento de aresta

de £.

Um grafo pode estar associado a diferentes emparelhamentos, correspondentes a mergulhos ndo
equivalentes de G sobre M. Os diagramas de emparelhamento determinam se dois emparelha-
mentos associados a um mesmo grafo sdo equivalentes ou ndo (ver [9, 11]). As palavras associ-
adas aos grafos paralelos sobre M é uma forma alternativa, aos diagramas de emparelhamento,
para determinar se dois emparelhamentos associados a um mesmo grafo sdo ou nao equivalentes.
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Em [6], foram introduzidas dois tipos de cirurgias que contribuiram para determinar novas
familias de grafos de emparelhamentos trivalentes associado a superficie com género g =Y/ | &i,
a partir de conjuntos de m emparelhamentos ja conhecidos associados as superficies com género
8i-

Em [5] foi introduzido extensdo e contracao de grafos, uma técnica que mostra como determinar
grafos de emparelhamento de arestas de poligonos regulares a partir de outros grafos de empare-
lhamento, como por exemplo o grafo de emparelhamento com tnico vértice, bastante conhecido
com a topologia quociente. Veremos na Secdo 4 a extensdo do grafo paralelo correspondente a
esta extensdo de grafos.

N

A motivacdo para estudo do caso particular dos emparelhamentos associados a tesselacdo
{12¢ — 6,3}, cujos os grafos sdo 3-regulares, estd baseada no fato que tais tesselagdes fornecem
empacotamentos de esferas com densidade maxima [2, 7] e, portanto, estdo relacionadas com
a construcdo de codigos 6timos cuja probabilidade de erro € minima, [3]. Jorgensen-Naatanen
fizeram o estudo para o caso do bitoro, em [9], mostrando que, a menos de reflexdo, existem 8
formas diferentes de emparelhamento de Pjg, que foram generalizado em [7] por Faria e Palazzo.

O caso do tritoro foi estudado por Lee Mosher, em [10] e Nakamura em [11], utilizando métodos
semelhantes ao usado em [9], isto €, métodos que envolvem o estudos dos sistema de rotacdo
dos mergulhos e dos grupos fuchsianos, exibiram os possiveis emparelhamentos para os grafos
trivalentes, mostrando que menos de reflexdo existem 927 padrdes de emparelhamentos de Ps.

O presente artigo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 2, apresentamos algumas
definicdes preliminares ao desenvolvimento do trabalho. Ja na Secdo 3, introduzimos o grafo pa-
ralelo, a palavra e exemplos sobre o bitoro. Além disso introduzimos a construcio da aplicagio
do grafo paralelo no emparelhamento, denominada chuva de vértice. J4 na Secdo 4 foi estabele-
cida a relag@o entre o grafo paralelo e as extensdes e consequentemente, a relacdo entre a palavra
e as extensoes.

2 EMPARELHAMENTOS DE ARESTAS

Seja &, um poligono regular com n = 2A arestas, A > 1 e M, uma superficie fechada e ori-
entada com género 0 < g < A/2. Seja ¢ : &, — M, uma aplicagdo quociente que identifica
pares de arestas de Z2,. Ou seja, cada par de arestas (a;,a:) de &, é levado num arco de curva
o; (i=1,---,A) em Mg e k; vértices de &, (Z}/:] k; = 2A) € levado em um ponto p;, de forma
que o ponto p; ¢ incidente a curva ¢; se, e somente se, um destes k; vértices de &, ¢ incidente
a uma das aresta s (a;,a}) (vide Figura 1). Os conceitos e proposi¢des desta se¢@o estdo contidos
em [5]. A Figura 1 ilustra uma aplicacdo do poligono & na superficie M,, a qual os pares de
arestas (f, f), (b,b), (a,a) do poligono séo mapeados para os arcos de curva’f*,’b’, ’a’ da su-
perficie, respectivamente. Como os trés pontos do poligono, marcados em negrito, sao extremos
das arestas contidas nos pares citados, eles sdo mapeados para o tinico ponto marcado em negrito
na superficie, que é extremo dos arcos de curva.
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Figura 1: Exemplo local de emparelhamento de arestas.
Fonte: [5], 2020.

Definicao 2.1. A aplicagdo quociente ¢ : &, — M, que identifica pares de arestas do poligono
&, é chamada de emparelhamento de arestas do poligono regular &2,.

O conjunto de segmentos de retas no poligono, apontando os pares de arestas (a;,a;) identificadas
por ¢, é chamado de diagrama de emparelhamento, e serd denotado por & (ver Figura 2).

Definicao 2.2. Dois diagramas de emparelhamento 7, ¢ %, sdo ditos diagramas equivalentes
se 9, pode ser obtido de 2, por alguma rotagdo, reflexdo por algum eixo ou por combinagio
delas.

2.1 Extensao de grafo de emparelhamento

Sejam G um grafo conexo, com V vértices e A arestas, e M, uma superficie fechada e orientada
com género g. Denotamos por 1 : G — M, um mergulho de G sobre a superficie M, e por
% = 1(G). Denotamos por C(G) o nimero de regides do complemento M, \ . Denotamos por
X (G) a caracteristica de Euler do grafo G, definida por (G) =V —A.

Proposicao 2.1. [5] Se todas as C(G) regides conexas de M, \ ¢ sao simplesmente conexas
(homeomorfas ao disco), entdo ¥ (G) =2 —2g—C(G).

Denotamos por d &, o conjunto de arestas (bordo) de &2,.

Proposicao 2.2. Se &, é um poligono de n lados, onde n é par e ¢ : &, — M, é uma
aplicagdo quociente, entdo existem algum grafo G e um mergulho 1 : G — M,, tal que
4 =1(G) = ¢(d P,) e o complemento M, \ ¥ é simplesmente conexo (homeomorfo a um disco).
Proof. Como ¢ : &, — M, é uma aplicagdo quociente, temos que as arestas de 7, sdo identi-
ficadas aos pares para formar M,. Dessa forma, o bordo de &7, constitui naturalmente um grafo
mergulhado em .#,, o qual cada aresta do grafo representa uma e exatamente uma classe de equi-
valéncia da aplicacdo quociente e os vértices de tal grafo mergulhado sdo dados pelas intersecdes
dos vértices de &2, em .#,, geradas pelo mapa ¢. O

Definicao 2.3. Um grafo G com A arestas serd dito um grafo de emparelhamento de arestas
do poligono &, (n = 2A) se existe um mergulho t : G — M, tal que o complemento M, \ ¥ ¢é
simplesmente conexo (homeomorfo a um disco).

Trends Comput. Appl. Math., 24, N. 2 (2023)
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Definicao 2.4. Sejam v um vértice de um grafo G. O grau de v, denotado por degg(v) ou deg(v),
€ o nimero de arestas incidente a v. Sendo que cada loop contabiliza duas arestas incidentes.

Definicao 2.5. Sejam G um grafo K-regular (todos os vértices tem grau K). Se G é grafo de
emparelhamento de &7, entdao diremos que G é um grafo de emparelhamento K-regular e que
Py € poligono de emparelhamento K-regular.

Definicio 2.6. O emparelhamento do poligono 4, (g > 1), sobre a superficie M,, serd
chamando de emparelhamento 4g-regular (ver Figura 2).

@®8@> 8%@@

Figura 2: Exemplos de emparelhamentos 4g-regular, para g = 2.
Fonte: [5], 2020.

A Figura 2 ilustra dois mergulhos distintos, de um mesmo grafo, sobre o Bitoro, os quais geram
emparelhamentos distintos 4g—regulares, com g = 2, para o Bitoro.

O préximo resultado [5] determina os possiveis valores de V e A, para emparelhamentos k-

regulares sobre M,, em fun¢do de K € g.

Proposicao 2.3. [5] Seja &2, um poligono de emparelhamento K-regular associado ao par
(My,%). Entdo, o nmiimero de vértices V e o mimero de arestas A é dado por

A seguir veremos a definicdo de extensdo e contracdo de um grafo sobre uma superficie,
introduzida em [5].

Definicao 2.7. Uma aresta uv € ¢ serd dita uma extensdo do vértice w € ¢, sobre a superficie
My, se os vértices u,v € ¢ e a aresta uv pode ser obtida por um “estiramento” do vértice w. Neste
caso, dizemos que o grafo ¢ é uma extensdo do grafo &) ou ¢, é uma contracdo do grafo G.

O grau de w satisfaz deg(w) = deg(u) +deg(v) —2.

Denotamos por 3 (G) = 1 —V +A o niimero de ciclos do grafo G. Segue dos resultados mostrado
s em [5], que a extensdo de grafos sobre a superficie M, tem as seguintes propriedades.

Proposicao 2.4. [5] Seja 4 um grafo com A\ arestas obtido da extensdo (ou contragdo), sobre
a superficie My, do grafo 4 com A arestas. Entdo:

L. Bi(%) = Bi(9).
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2. C(%) = C(%).

3. Se &G ¢ grafo de emparelhamento do poligono regular P4 entdo ¢ é grafo de
emparelhamento do poligono regular 2y, .

4. Todo emparelhamento de arestas sobre Mg pode ser obtido pela extensdo de algum

emparelhamento 4g-regular sobre M.

Figura 3: Exemplo local da extensdo de grafos.
Fonte: [5], 2020.

A Figura 3 ilustra o efeito local da extensdo de um vértice de grau oito. Observe que a cada
extensdo feita € adicionado um novo vértice € uma nova aresta, sendo assim claro a invariancia
do niimero de Betti. Nesta figura também € possivel observar que o nimero de componentes do
complemento do grafo se mantém constante em relacdo as extensoes.

3 PALAVRA DE UM EMPARELHAMENTO

Em [9] e [5] os autores mostraram que podem existir diferentes emparelhamentos de arestas de
um poligono associados a um mesmo grafo. Estes emparelhamentos sdo diferenciados pelos dia-
gramas de emparelhamentos, ou seja, dois emparelhamentos sdo equivalentes se seus diagramas
sao isomorfos. Nosso objetivo € introduzir uma técnica alternativa para verificar se um grafo mer-
gulhado sobre uma superficie é grafo de algum emparelhamento, que € equivalente a determinar
qual o diagrama associado.

3.1 Grafo paralelo

Seja1: G — M, um mergulho do grafo G. A vizinhanga tubular de 4 = 1(G) em M, serd denotado
por v(¥) (ver Figura 4c). Se M, \ ¢ tem C(G) componentes conexas, entdo o bordo de v(¥)
tem C(G) componentes de curvas simples e fechadas contidas em M, \ 4.

Definicdo 3.8. O conjunto de curvas bordo da vizinhanga tubular v(¢) em M, serd chamado de
curvas paralelas a ¢ e denotado por B(G).

Observagdo 1. O nimero de componentes de curvas de B(G) é igual a C(G), pois cada
componente conexa de B(G) estd contida em uma regido conexa de M \ 4.

Consequentemente, se G é uma drvore, entdo C(G) = 1.
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Uma consequéncia imediata da Definicdo 2.3 € o seguinte

Lema 3.1. Se & é um grafo de emparelhamento de arestas, entdo C(G) = 1.

O préximo resultado segue direto da Proposigéo 2.4.

Lema 3.2. Todo grafo de emparelhamento de arestas, sobre a superficie fechada e orientada M,,
satisfaz B1(G) = 2g.

Lema 3.3. Se 31(G) =2g e M\ ¥ é conexo, entdo M\ ¥ é simplesmente conexo.

Proof. Se f3i(G) = 2g, entdo x(M\G) = y(M)—x(G)=(2-2g)—(V—-A) =2—-B1(G) —
(V-A)=2—-(1-V4+A) —(V-A)=1.Se x(M\G(V,A)) =1 e M\ G(V,A) é conexo, entdo
M\ G(V,A) é simplesmente conexo. O

Teorema 3.1. & é um grafo de emparelhamento de arestas se, e somente se, satisfaz p1(G) = 2g
e a curva paralela B(G) tem tinica componente conexa.

Proof. Se ¢ é um grafo de emparelhamento de arestas sobre M,, pelo Lema 3.1, B(G) tem tdnica
componente conexa e pelo Lema 3.2 31 (G) = 2g.

A volta, se B(G) tem tnica componente conexa, entdo M \ ¢ é conexo, pelo Lema 3.1. Se
Bi1(G) =2g e M\ ¥ é conexo, entdo M \ ¢ é simplesmente conexo, pelo Lema 3.3, e 4 é um
grafo de emparelhamento de arestas sobre M,. g

Defini¢io 3.9. Uma proje¢io do g-toro no plano p : M, — R? sera chamada de projecio trivial
se o conjunto singular de p contém g+ 1 componentes (conexas) de curvas e a imagem destas no
plano sdo curvas simples e disjuntas, sem pontos de ctispides ou pontos duplos. Sejat:G — M,
um mergulho (ver Figura 4a) e p : My — R? uma projecdo trivial. Em cada cruzamento de duas
arestas de p(%¢) no plano serd indicado por uma descontinuidade a aresta que estd por baixo
em M, (ver Figura 4b). A vizinhanga tubular de p(¥) no plano serd denotado por v(p(¥)) =
n(v(¥)), para alguma imersio 7 : v(¢) — R?, sem pontos singulares.

Observacio 2. Se ¢ é grafo de emparelhamento de arestas, entdo o bordo de 7(v(¥)) tem dnica
componente conexa. pois o bordo v(¥¢) tem tinica componente.

Vamos construir o grafo paralelo a um dado grafo de emparelhamento ¢, sobre a tnica curva
7(B(G)), da seguinte forma:

* Considere os dois arcos da curva B(G), paralelos a arestas ¢; de 4 (i =1,--- ,A), como
um par de arestas, que serd denotado por A; e Afl, uma vez que a superficie € orientada.
O sinal —1 indica que a orientagdo local de A;” !¢ inversa da orientacdo de A;. Entre duas
arestas consecutivas colocamos um vértice, como ilustra a Figura 4d. Este grafo, com 2A
arestas, serd chamado de grafo paralelo a ¢ e serd denotado por y(¥).

Trends Comput. Appl. Math., 24, N. 2 (2023)
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Figura 4: Exemplo de projecao do Bitoro e grafo paralelo.

» Uma orientagdo natural para ¥(G) é como segue: partindo de uma aresta A € y(G), caminhe
sobre ¥(G) de forma que as arestas do grafo ¢ estejam do lado esquerdo de A; (vide Figura
4d).

e Seg: & — M éaaplicagio quociente, do poligono & sobre M,, que tem o grafo & como
grafo de emparelhamento, entdo a pré-imagem de y(G) é uma curva no bordo de &, com
as arestas A; e A, |, pré-imagem de A; e A7l

¢ O diagrama de emparelhamento, denotado por &, associado a aplica¢do ¢ estd formado
pelos seguimentos de retas que conectam as arestas (q;, Oc[_l) de & paralelas ao par
(A4 ).
O processo de divis@o das arestas do grafo em duas, seguindo uma orientacao, é similar ao usado
na estrutura de dados da half-edge (vide [12]). A half-edge € uma estrutura topoldgica de dados
usada para representar malhas e subdivisdes planares. Ja no grafo paralelo, o objetivo é associar
uma palavra ao emparelhamento, abrindo assim um novo horizonte para o estudo dos empare-
lhamentos. Consequentemente passamos pelo estdgio de indexar o bordo da face via uma curva,
de onde segue a similaridade.

3.2 Construcao da palavra

A palavra formada percorrendo y(G) ou o bordo de &2 descreve de forma dnica
o emparelhamento, como pode ser visto na Figura 5, um poligono com 10 arestas
A1AZALAS AV ASAT AT AL AT

A Figura 5 mostra, do lado esquerdo, a palavra obtida ao percorrer ¥(G) e do lado direito mostra
essa palavra sendo mapeada, bijetivamente, para o bordo do poligono, gerando assim o diagrama
de emparelhamento.

Trends Comput. Appl. Math., 24, N. 2 (2023)
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Ay
A‘?ﬁ»"' ;.4:43 !

Ay ARE

A P —>

AR ‘y 5
T 1 h -1
A41 AQ_I Al A A;l A

Figura 5: Pré-imagem do grafo paralelo e pré-imagem do grafo de emparelhamento.

A palavra formada quando caminhamos ao longo de B(G) ou no bordo do poligono &2, no
sentido hordrio, serd denotada por #, onde g € o género da superficie em questdo.

Se a, B e I representam blocos quaisquer de uma dada palavra 7, ou seja, os demais termos
da mesma, entdo algumas das transformacdes que ndo alteram a topologia da superficie serdo
apresentadas a seguir:

T1 Pode-se dizer que a permutagdo ciclica de uma palavra ndo altera a topologia da superficie
a qual estas estdo associadas, ou seja, aff = fa.

T2 A remogio ou introdugdo de um par de arestas consecutivas A A~! (ou A~! A), no
poligono e, consequentemente, na palavra ndo altera a topologia da superficie. Isto é,
aAA B=a B.

T3 Considerando a superficie representada pelo bloco 3, tem-se que B! também representa
a superficie, ou seja, B = B~

T4 A permutagio de dois blocos quaisquer, entre duas arestas do tipo A e A~!, nio altera a
topologia da superficie, ou seja, A BT A l=a AT B AL

T5 A permutagio de termos do tipo A A~! ndo altera a topologia da superficie, ou seja,
aABA'T=aA'BAT.

Para mais detalhes acerca dos itens anteriores, veja [8].

Definicao 3.10. Se %/, é uma palavra associada a um grafo, entdo cada elemento A; (ou Ai_l)
desta serd chamado de silaba da palavra 7.

Definicao 3.11. Duas palavras V/gl e 7/82 sdo ditas palavras equivalentes se V/gl pode ser obtida
de “//gz via aplicacgdo das transformagées T1, T2, T3, T4, T5 anteriores ou combinagdo destes.

Teorema 3.2. Seja W, uma palavra associada ao grafo emparelhamento &. Entdo existe inico
diagrama de emparelhamento associado a ¥,.

Trends Comput. Appl. Math., 24, N. 2 (2023)
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Proof. Primeiramente, mostremos a existéncia de um diagrama associado a #. Seja #; uma
palavra associada a um grafo de emparelhamento ¢, entido %, admite 2A silabas. Pela construgio
do Grafo paralelo, as arestas do A; e Ai—1 sdo paralelas a aresta a; de ¢4, paracadai=1,--- ,A.Em
um diagrama de 2A lados transcreva a palavra para o seu bordo e conecte as arestas referentes as
silabas A; e A; ! Resta mostrar que tal diagrama é tinico. Dado a palavra W, seja & o diagrama
de emparelhamento associado a #;. Suponha 2’ outro diagrama de emparelhamento associado
a ¥, ndo equivalente 2 4. Entdo 2' nido é fruto de nenhuma rotacdo, reflexdo ou combinagio
delas de . Como a palavra em questdo é a mesma para os dois diagramas, entdo pode ocorrer
que

1. A disposicdo das silabas é a mesma para os dois diagramas. Neste caso, os diagramas sdao
exatamente iguais. Uma contradicdo.
2. A disposi¢io das silabas é uma permutagio circular. Neste caso, 2’ é uma rotacdo de 2.

Uma contradig@o.

Logo, o diagrama ao qual %, estd associado € tinico. O

Corolario 3.2.1. Se V/gl e 7/; sdo palavras equivalentes, associadas aos diagramas 9; e 9,
respectivamente, entdo 9\ e 9, sdo equivalentes. Vale a reciproca (vide Figura 6).

Ay

A5 A4 A3_1

_ At
A2 1 A5—1 1 i i 4 A2—1 Al

A As A AGAT AT AT T AT T AT < ALASALAT A As AT A A AL

Figura 6: Palavras e diagramas equivalentes.

A Figura 6 ilustra duas palavras equivalentes e os seus respectivos diagramas associados. As setas
verticais indicam a quais diagramas as palavras estdo associadas. A seta horizontal superior,
indica que os diagramas sdo equivalentes. Tal equivaléncia é natural, visto que um diagrama
pode ser obtido do outro por uma rotag@o. Portanto, resta mostrar a equivaléncia das palavras,
indicadas pela seta horizontal inferior. A fim de verificar que as palavras sdo de fato equivalentes
€ necessdrio e suficiente obter uma a partir da outra via as operacdes da Defini¢ao 3.11.
A1AZALAS A0 ASAT AL T AL AT

A1A3ALAT " AoAsAT AS AL T AL ((Transformagdo T4)

Trends Comput. Appl. Math., 24, N. 2 (2023)



386 GRAFOS DE EMPARELHAMENTO DE ARESTAS

AAAUAS " AoASAT A A A
A1AsA3ALAT A AT ASTAS T AL ((Transformagido T4)

3.3 Relacao entre palavras e vértices

Dado um grafo de emparelhamento G de M,, uma vez definida a relacdo de um emparelhamento,
¢, sobre uma superficie M, e a palavra associada %, via grafo paralelo, a natureza biunivoca
de tal relacdo fica nitida. Portanto, nos apoiando nessa bijetividade do processo, € natural pensar
que as perguntas que podem ser res- pondidas analisando a geometria do emparelhamento, sobre
a superficie, também possam ser respondidas apenas estudando ;. Tendo em vista este pen-
samento natural, de responder questdes estudando apenas %, colocado no pardgrafo anterior,
existem algumas perguntas plausiveis. Uma palavra associada a um emparelhamento carrega
informagdes sobre os vértices do emparelhamento? Como saber se essa palavra estd associada
a um emparelhamento K-regular? Para responder essas questdes, sera construida a aplicacdo
do grafo paralelo, consequentemente da palavra, ao emparelhamento. Considere ¢ um empa-
relhamento sobre a superficie My, com V, vértices e A arestas e % a palavra associada a esse
emparelhamento. Note que %, carrega com si o género da superficie e pela constru¢do do grafo

paralelo o nimero de silabas da palavra, denotado por | #;|, coincide com o dobro do nimero de
arestas, |7/g\ =2A. Como ¥ é emparelhamento, segue que V,, —A = 1 — 2g (vide [5]). Assim a
resposta para a primeira pergunta da se¢do € sim, os vértices estdo unicamente determinados por
W,. Agora, para responder a segunda pergunta, serd definido o conceito de vértices associados

em Y(¥) e posteriormente serd construido um algoritmo.

Definiciio 3.12. Sejam ¢ um grafo de emparelhamento sobre uma superficie M, e y(¥) o seu
grafo paralelo. Dois vértices U e Z do y(¥¢) sdo ditos associados se estdo na vizinhanga de um
mesmo vértice v; de ¢. Neste caso, dizemos que U e Z sdo associados por vj.

Observacao 3. Seja a; uma aresta qualquer de ¢, de modo que v; e v, constituam os seus
extremos. Ao construir ¥(%) pode ser observado que as arestas A; e A; ! de y(%) sdo paralelas a
a; e assim o vértice que estd no inicio da aresta A; e o que estd no fim da aresta A;l (ou vice-versa)
sa0 associados por v (ou no caso contrdrio, por v2). (Vide Figura 7a).

Para representar o conjunto de vértices de y(¥) associados por v; e v, na palavra, veja a Figura
7b.

Sabendo que a palavra determina de forma unica os vértices do emparelhamento e com a
Observacdo 3 estd apresentada uma forma de associar palavra aos vértices diretamente. Portanto,
o algoritmo para determinar os vértices associados é como segue.

O algoritmo serd chamado chuva de vértices da palavra %, , ou simplesmente chuva de
vértices.

Observacao 4. Para facilitar a leitura do algoritmo, colocamos em negrito os passos
propriamente ditos e todo o restante sdo observagoes referente aos passos.
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(b) .
ar B 1 I

Figura 7: (a) Disposicao de vértices associados em um grafo; (b) representacdo, na palavra, de
vértices associados.

Algoritmo chuva de vértices:

1. Input: Os dados de entrada do algoritmo sdo: a palavra %, e a selecdo de quaisquer duas
silabas consecutivas desta palavra, digamos A; e A ;, exatamente nessa ordem.

2. Entre as silabas selecionadas coloque uma seta (com o tamanho de uma unidade) apon-
tando para baixo e no fim da seta coloque a notacao vy.
(Essa notagdo é para indicar que o vértice, do grafo paralelo, que conecta as arestas

consecutivas A; e A sdo associados pelo vértice Vi do grafo original).

3. Coloque uma copia da seta citada anteriormente (com tamanho de uma unidade, dire-
cionada para baixo e com a notagdo Vi em seu extremo), imediatamente antes da silaba
AL ! e imediatamente depois da silaba AJTI. (Note que pela Observacdo 3 o vértice do
grafo paralelo, que aparece imediatamente depois de Ay é associado ao vértice que apa-
rece imediatamente antes de A,:l, isso para todo k existente. Logo essa notagdo indica que
os Vértices antes de A;l e depois de A;l sdo associados também pelo vértice Vi do grafo

original).

4. (Se a silaba A; estd imediatamente antes da silaba A; ¢ a silaba A, estd imediatamente
depois da silaba A;l, pelo item anterior existe uma seta entre A; e A;l e entre A;l eAn,
necessariamente nessa ordem).

Coloque uma cépia da seta imediatamente antes de A, 1 e imediatamente depois
de A_l. (Note que novamente estamos usando a Observagdo 3 e que os passos 3. Note
também que 4 foram unicamente determinados pela escolha dos passos 1 e 2).

5. Repita o procedimento até que nao seja mais possivel colocar, via a regra dada pela
Observacao 3, a seta em questio.

6. Coloque uma seta direcionada para baixo, com duas unidades de comprimento e
com a notacio v, em seu final, entre duas silabas consecutivas ainda nao rotuladas,
caso existam. Digamos A, e A,, exatamente nessa ordem. (Com essa notacdo estamos
dizendo que o vértice do grafo paralelo que conecta as arestas A, e A, é associado pelo
vértice V do grafo original).
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7. Repita os passos 3, 4 e 5 para a nova seta, agora com as silabas A, e A, como re-
feréncia. (Posteriormente, repita o passo 6 apenas adicionando uma unidade no tamanho
da seta e também uma unidade no indice da notacdo do extremo da seta).

8. Output: Conjuntos de todos os vértices associados por Vi,V;,...,V,, respectivamente,
onde n é a cardinalidade do conjunto de vértices do grafo original.

Observacao 5. Note que com a chuva de vértices, dada uma palavra %, é possivel determinar
quantos vértices tem o grafo que € representado por tal palavra. Tal nimero coincide com o tama-
nho, em termos de unidades, da maior seta do algoritmo e consequentemente com o maior indice
atribuido aos vértices nomeados no algoritmo. Para verificar esta observagdo, basta notar que
todo vértice do grafo original, por construgdo, tem vértices do grafo paralelo em sua vizinhanga.

Observacao 6. A chuva de vértices € independente da escolha aleatéria, de duas silabas conse-
cutivas A; e A}, feita no passo 1 e da escolha de colocar a notagdo V| para denotar que o vértice
do grafo paralelo que conecta as arestas A; e A; estd associado pelo vértice V; (isto é, estd na
vizinhanga do vértice Vy). Para tal, € suficiente notar que o vértice do grafo paralelo que conecta
as arestas consecutivas A; e A;, por construg¢do, estd na vizinhanga de algum vértice do grafo
original. Com tais escolhas, o que estamos fazendo é fornecer um rétulo para o vértice do grafo
original em questao.

Observacao 7. Uma palavra %, representa um emparelhamento K-regular se, e somente se, 0
conjunto de vértices de y(¢) associados por V, de ¢, tem exatamente K elementos, para cada V
emY.

Para verificar tal afirmacdo, € suficiente notar que, pela definicdo do grafo paralelo, o nimero de
vértices de ¥(¥) que estdo na vizinhanga de um vértice V de ¢ coincide com deg(V).

Exemplo 1. Considere a seguinte palavra:
W = A EiC\F\DE;'Cy ' BiAT F' By ' D!

entdo, aplicando o algoritmo, a chuva de vértices de % é dada por:

AEClFlDECBAFBD

V \ \ \ V
My iy V1
) v , Y% V
3

Figura 8: Chuva de vértices para %#5.
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Para chegar em tal resultado operamos os seguintes passos:

1. Dada a palavra #5, escolhemos o par consecutivo A} E| e entre este par colocamos a seta
de tamanho uma unidade, com a notagao V.

2. Como a seta do item anterior aparece imediatamente depois de A; e imediatamente antes
de E|, colocamos uma copia da seta imediatamente antes de Afl e imediatamente

. -1

depois de E; .

3. Em decorréncia direta do passo 2, a seta aparece também depois de B € antes de C L
Devido a tais fatos, colocamos uma copia da seta imediatamente antes de B;l e
imediatamente depois de C;

4. Em decorréncia do passo 3, a seta aparece também depois de Ffl e imediatamente antes
de Fy. Portanto, a regra dada pela Observacdo 3 nao pode mais ser aplicada. Portanto,
escolhemos as silabas consecutivas E;Cy, que ainda nao foram usadas no algoritmo,
e colocamos entre elas uma seta de duas unidades de comprimento, indexada com a
notacao V,.

5. Como a nova seta aparece imediatamente depois de E| e imediatamente antes de Cj, co-
locamos uma cépia da nova seta imediatamente antes de Efl e imediatamente depois
de Cl’l.

6. Em decorréncia do item 5, a nova aresta aparece também, imediatamente depois de D
e imediatamente antes de By, devido a tais fatos, colocamos uma cépia da nova aresta
imediatamente antes de Dfl e imediatamente depois de Bfl (Posi¢des coincidentes).

7. Em decorréncia do passo 6 ndo € possivel aplicar a regra a regra novamente, portanto
escolhemos as silabas consecutivas F1Dq, que ainda ndo colocamos seta entre elas no
algoritmo e agora colocamos uma seta de comprimento de trés unidades e notacao V3
entre elas.

8. Como a seta de indice V3 aparece imediatamente depois de F] e imediatamente antes de
D1, colocamos uma copia dessa seta imediatamente antes de Fl_1 e imediatamente
depois de D, 1. Completando assim a chuva de vértices.

Além disso, note que o grafo associado a palavra dada possui trés vértices de modo que deg(V;) =
5,deg(Va) =4 edeg(V3) =3.
4 GRAFO PARALELO E EXTENSOES DE GRAFOS

Seja ¢4 um grafo mergulhado em M,, que constitui um emparelhamento para a mesma. A
Proposi¢do 2.4 garante que qualquer extensdo de um emparelhamento, feito sobre uma superficie
fechada e orientada, é também um emparelhamento. Uma vez que é possivel construir o grafo
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paralelo de um emparelhamento, é natural pensar: qual a acdo da extensao de um grafo na palavra
associada a ele? E possivel conceber as extensdes usando apenas a palavra?

A resposta para a segunda questdo € sim. O esclarecimento para esta afirmacdo estd presente na
Observagdo 8. A primeira questao serd respondida ao decorrer desta secao.

Se o grafo ¢ possui V vértices e A arestas, estd associado ao diagrama de emparelhamento 2,
entdo estender o grafo a um vértice, sobre a superficie M, equivale a adicionar duas arestas ao
diagrama & e portanto adicionar duas silabas a palavra associada ao grafo ¢, via grafo paralelo

(vide Figura 9).

Figura 9: Extensdo de grafos sobre o Bitoro e efeito sobre a palavra.

A Figura 9 mostra extensdes, sobre o Bitoro, do grafo que contém um vértice e quatro arestas (o
chamaremos de 1) e seus respectivos diagramas. Em todos diagramas os lados dos poligonos (E
e E~!) conectados por um segmento de reta pontilhado sio os lados acrescentados no diagrama
de emparelhamento associado a I, em decorréncia das extensdes.

Note que caso ndo sejam feitas algumas restricdes o processo de extensido de grafos pode se
tornar infinito. Portanto, a restri¢do que serd feita é: deg(v) > 3, para todo vértice v em um grafo
obtido como extensdo de ¢. Assim, determinar as extensdes de um grafo a partir de sua palavra
constitui um problema finito de combinag@o.

A fim de determinar precisamente o que ocorre com a palavra ao estender um vértice do grafo,
basta excluir os casos em que a extensdo gera um vértice de grau 1 e 2.

Se a extensdo de um vértice gera a aresta i;, conectada a um novo vértice com grau 1, entdo, a
menos de equivaléncia, a palavra associada a esse novo grafo é dada por:

-1
Wg:aljlj [3

Sendo a e 3 blocos da palavra. Veja a Figura 10A.
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Se a extensdo de um vértice gera uma aresta i j, conectada a um novo vértice com grau 2, digamos
que este esteja conectado também a aresta i,,. Entdo, a menos de equivaléncia, a palavra associada
e este novo grafo é:

Wy = aljl L' I;'T

onde a, B e I" sdo blocos da palavra. Veja a Figura 10B.

(A) il
J
B .............. .(«
—— 9 0
G ............ 5 v
L

Figura 10: Visdo local (A) deg(v) = 1; (B) deg(v) = 2.

A exclusao desses casos torna natural a seguinte proposicao.

Proposicao 4.5. Seja 4 um emparelhamento para M, tal que deg(v) > 3, para todo vértice. Se
K é a palavra associada a 9, entdo estender ¢, sob as restricdes discutidas, é equivalente a
adicionar stlabas aos pares em Wy de modo que nenhuma das seguintes situagdes ocorra:

(i) Wy =all; "B

(ii) Wy = alil,Bl,'I;'T.

Observacao 8. Uma vez que agora ja sabemos que ao estendermos um grafo sobre uma superficie
temos como efeito no diagrama de emparelhamento o acréscimo de dois lados da forma A; e Ajl
(veja o comentdrio sobre a Figura 9), chegamos a conclusao que para estender um grafo a partir
da palavra, basta acrescentar duas silabas do tipo A; e A ! na palavra. Mas vale notar que essa
adicdo de silabas ndo pode ser totalmente arbitraria e nesse sentido a Proposi¢do 4.5 traz as
adi¢des proibidas, ou seja, adi¢des de silabas que geram extensdes que ndo estamos interessados.
O motivo do ndo interesse nessas extensdes € que a ambas adi¢des geram extensdes ndo uteis,
topologicamente falando, pois palavra obtida pela primeira adi¢@o é equivalente, pela aplicagdo
da transformacdo 72, a palavra inicial (sem a adi¢@o). A segunda forma de adi¢do gera apenas
uma subdivisdo do garfo original.

Exemplo 2. Considere a palavra #, = A1B1Al_lB]_1C1D1Cl_1Dl_1, associada a um mergulho de
14 sobre o Bitoro. As seguintes palavras estdo associadas a extensdes 5-regulares de 4, onde os
pares adicionados estao grifados.

1. #5' =AB\E\A['B;'C\DE; ¢ D!

2. W3 =ABA;'B{'E\C\D\C; ' D E!
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Considere a palavra % = A|C 1D1Cf1B1Alef1Df1, associada a outro mergulho do grafo Iy,
sobre o Bitoro. As seguintes palavras estdo associadas a extensdes S-regulares de 4, onde os
pares associados estdo grifados.

3. &) =AEIGE'DiC'BiA'B ' D!
4. L} =AC\DIE\Cy 'BIE; A B D!

Construindo todas as extensdes possiveis de #5 e %, e aplicando o algoritmo da chuva de
vértices, pode ser mostrado que as extensdes ;' e #5* de #5 e £ e £5 de £, sdo as Gnicas
que representam emparelhamentos 5-regulares, sobre o Bitoro, a menos de equivaléncias.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Os conceitos de curva paralela e grafo paralelo nos fornecem uma forma alternativa de saber se
um dado grafo, sobre uma superficie fechada e orientada, constitui ou ndo um grafo de empare-
lhamento para essa superficie. Além disso, a associag¢@o de palavras aos grafos nos permite veri-
ficar, alternativamente aos diagramas de emparelhamento, se dois emparelhamentos sdo ou nao
equivalentes. No decorrer deste texto também foi mostrado que as palavras associadas aos empa-
relhamentos carregam consigo todas as informagdes referentes aos emparelhamentos. Tornando
possivel o estudo dos emparelhamentos, retirando o apelo geométrico. Além disso, a formacao
dessas palavras pode facilitar a automacao do processo de determinacdo dos emparelhamentos
de uma dada superficie.

Estes grafos tem importéncia por estarem ligados a tesselagdo {12¢ — 6,3} (ver [11]), que por sua
vez estdo relacionadas a construgdo de c6digos topoldgicos quanticos, que sdo uma subclasse dos
c6digos estabilizadores. Para detalhes veja [4], onde os autores construiram familias de codigos
topoldgicos quanticos derivados de tesselacdes auto-duais, ortogonais e densas, conseguindo as-
sim boas distdncias minimas e veja [1] onde foi proposto um procedimento de construcdo de
c6digos topoldgicos quanticos de correcdo de erros sobre superficies com género g > 2.

Em termos de trabalhos futuros, pretendemos, em um primeiro momento, construir um pro-
grama que determine e separe em familias, os emparelhamentos provenientes de extensdes dos
grafos candnicos e em um segundo momento, estender o conceito de emparelhamento para as su-
perficies ndo orientadas, via grafo paralelo. O que pode ter implica¢des na construcio de novas
estruturas de dados computacionais para representar superficies do tipo trabalhado.

ABSTRACT. In this work we propose a new technique to verify if a graph corresponds to
some edge pairing. For that, we propose the use of what we call parallel graph; a graph
where each edge is divided into two oriented half-edges. This graph associates a word
with a given pairing, so that operations on the words can be used to determine the equi-
valence between two pairings. The relationship between the word and the vertices of the
pairing is determined by a proposed algorithm called vertex rain. Finally, we determine the
relationship between the vertex length and the associated word.
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