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RESUMO. O objetivo deste trabalho foi comparar a eficicia dos modelos de Programagio por Metas como
ferramenta de regressdo ndo linear, com os métodos de ajustes ndo lineares cldssicos. Aplicou-se os modelos
a dados experimentais de inativacio de Salmonella spp. em carne moida suina. A investiga¢do da eficiéncia
dos métodos foi realizada pelo cdlculo do erro absoluto.

Palavras-chave: regressdo ndo linear, otimizacéo por metas, Método de Minimos Quadrados, Levenberg-
Marquardt.

1 INTRODUCAO

A modelagem matematica e o ajuste de pardmetros podem ser utilizados nas ci€ncias exatas com
fins diversificados como, por exemplo, na engenharia de alimentos para estudar a ativagdo ou
inativacao de microrganismos nos alimentos, especialmente os de alta perecibilidade.

A microbiologia preditiva € uma drea especifica que usa modelos mateméticos para descrever a
influéncia de fatores intrinsecos (atividade de dgua, pH, etc) e extrinsecos (temperatura, umidade
relativa da atmosfera, etc) no crescimento ou decrescimento de microrganismos nos alimentos.
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Essa metodologia permite fazer a descrigdo quantitativa da interferéncia, de cada fator observado,
na vida de prateleira dos alimentos possibilitando previsdes, reducio de custos e melhoria na
qualidade dos alimentos [2].

A referida metodologia pode ser uma importante ferramenta matemdtica em estudos para a
descricao do crescimento de Salmonella spp., com relagdo ao tempo em produtos alimenticios.
Neste trabaho enfatizou-se a aplica¢do destas técnicas ao estudo do crescimento de Salmonella
spp. em carne moida suina, utilizada na fabricacdo de produtos cidrneos embutidos. Os dados de
logaritmo de unidade formadora de colonia (UFC) por grama em funcéo do tempo (horas), a tem-
peratura de 58 °C, foram obtidos no banco de dados Common Database for Predictive Microbi-
ology (ComBase) [5, 10]. Comparou-se os modelos de otimiza¢do Programacao por Metas (PM)
com os métodos cldssicos: Método dos Minimos Quadrados (MMQ) e de Levenberg-Marquardt
(LM), ja consolidados na literatura para o ajuste de fungdes ndo lineares que descrevem o de-
crescimento populacional de Salmonella spp. em carne moida suina. A verificacdo da eficiéncia
dos métodos se deu pela andlise do erro absoluto com as normas do maximo e da soma [3].

O termo Programacao por Metas (do inglés Goal Programming) foi utilizado inicialmente por
Charnes e Cooper, em 1961, tornando-se uma das principais ferramentas da otimiza¢do mul-
tiobjetivo [4]. Existe uma grande variedade de problemas de tomada de decisdo que abran-
gem multiplos objetivos, possibilitando a aplicagdo dos modelos PM em dreas de transporte,
economia, engenharia e em muitos outros contextos [7].

A Programacao por Metas procura a melhor solu¢cdo de compromisso frente as metas estabeleci-
das no problema tratado. Para isto sdo incluidas no modelo matematico, que descreve o problema,
restricdes flexiveis associadas ao atendimento das metas estabelecidas. Este processo de mode-
lagem faz uso de varidveis de desvios, as quais sdo relacionadas com as folgas entre os valores
obtidos e o alvo a ser alcangado [9, 19].

Ha diversas abordagens para PM, as quais podem ser encontradas em [15, 16, 17, 18]. Na Secao
2 deste trabalho serdo apresentadas trés destas abordagens: Programacdo por Metas Ponderada,
Programacdo por Metas de Chebyshev e a Programacdo por Metas Estendida, visando a
estimag@o de parametros em ajustes de fungdes nao lineares.

2 METODOS

A técnica de estimag@o de pardmetros para o ajuste de uma fungdo f, sobre um conjunto de
dados, € frequentemente apresentada na literatura como um problema de otimizag@o na forma de
minimos quadrados. Em tais problemas, havendo um conjunto de dados disponiveis, escolhe-se
um modelo matemadtico e busca-se minimizar a soma dos quadrados dos desvios, denominados
residuos, entre cada um dos pontos dados e a curva ajustada. O Método dos Minimos Quadrados
linear pode ser escrito na forma matricial dada por:

A=X'X)""(X'Y), 2.1
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em que A é o vetor dos parAmetros ajustados, X é a matriz dos termos independentes e Y é o vetor
dos termos dependentes. Essa expressao pode ser utilizada em ajustes ndo lineares desde que
sejam feitas as lineariza¢des necessdrias, seja por meio de ferramentas analiticas ou numéricas.
No entanto, essa € uma técnica limitada e pode ser melhorada pelo uso de ferramentas mais
eficientes, como por exemplo, o0 método de regressio nao linear de Gauss-Newton sintetizado na
expressao:

[AA] = /') (=))'R], 2.2)

em que AA é o vetor coluna das diferencas dos pardmetros, J € a matriz jacobiana da fungdo
f a ser ajustada e R é o vetor residuo [3, 13]. O método de Gauss-Newton tem forte con-
vergéncia perto do minimo, no entanto pode obter matrizes singulares, de forma a ndo convergir
corretamente para o ponto esperado [1].

O método de Levenberg-Marquardt (LM) é outro método utilizado para resolver problemas
de minimos quadrados ndo lineares, foi publicado primeiramente em 1944 por Kenneth Le-
venberg [11] e aperfeicoado por Donald Marquardt em 1963 [12]. Esse método concatena
dois métodos cldssicos de otimizag@o: Gauss-Newton e Gradiente (mdxima descida) [13]. O
método de LM ¢ iterativo, utiliza o método do Gradiente quando estd distante do ponto es-
perado, e quando o valor obtido no ajuste estd préximo do ponto 6timo € usado o método de
Gauss-Newton [1].

No método LM ¢ inserido um parametro U, positivo, na Equacdo (2.2). Este pardmetro ao ser
multiplicado pela matriz identidade, acelera a convergéncia do método e/ou retira a singularidade
da matriz no método de Gauss-Newton. Assim a Equacio (2.2) pode ser reescrita na forma:

[AA] = [J'T + p D) [(=T)'R]. (2.3)

A adicdo do fator u/ influencia na direcdo e no tamanho do passo, [ promove convergéncia
quadrética do método de LM e deve ser atualizado a cada iterag@o [13]. O uso do método LM,
em ajustes ndo lineares, deve ser feito apds a linearizacdo da fungdo f, cujas informagdes sao
armazenadas na matriz jacobiana J.

Os métodos baseados na metodologia Programagdo por Metas possuem a vantagem de realizar
o ajuste da funcdo nao linear na sua forma original (ndo requer a linearizacio) e de satisfazer um
nimero predeterminado de metas e ndo apenas de uma simples fun¢do objetivo caracterizando
um problema de otimizacdo multiobjetivo.

2.1 Programacao por Metas Ponderada (PMP)

A Programacio por Metas € uma 4rea da matematica que permite a modelagem de problemas de
otimizagdo nos quais Q metas devem ser alcangadas. Para isto, define-se varidveis de desvios (d;"
€ d;") em torno dos alvos y; propostos (i = 1,---, Q) de forma a estabelecer restri¢des flexiveis
sobre as metas, permitindo a obtencdo de valores acima ou abaixo dos valores alvos. O objetivo
do modelo de otimizacdo torna-se minimizar os desvios gerados em torno dos alvos. A forma
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estabelecida para minimiza¢do dos desvios determina a classificagio da PM. A Programacio
por Metas Ponderada (PMP) estabelece pesos ndo-negativos (i; e v;) para cada um dos desvios
(i=1,---,0), e o objetivo torna-se a minimiza¢do da soma ponderada dos desvios [18].

De acordo com [9] a formulacdo algébrica da PMP, com Q metas declaradas, é dada por:

O .d- d+
Minimizar Z i
S bl il
Sujeitoa  f(x;)+d; —di" =y para i=1,---,0 2.4)
xeF
d;,dt >0, para i=1,---,0

no qual F C R2 ¢ a regido vidvel composta de todos os pontos no espaco de decisio x =
(x1,---,xp) em que x;, i = 1,---,Q, sdo as vdridveis de decisdo, f(x;) (i =1,...,0) sdo as
fungdes, das varidveis de decisdo associadas as metas Q, y; o alvo de cada meta i, d;” a varidvel
de desvio negativo, di+ a varidvel de desvio positivo do alvo i, u; e v; os pesos preferenciais as-
sociados as varidveis de desvios da meta i, em que i = 1,---, Q. Os pesos sdo calibrados, pelo
tomador de decisdo (TD), mediante a andlise da melhoria dos resultados obtidos com o auxilio
de métodos de otimizagdo.

Segundo Jones e Tamiz (2010), as divisdes por y; na funcdo objetivo sdo normalizagdes ne-
cessdrias para redimensionalizar os respectivos desvios quando estes estiverem em diferentes
unidades de medidas.

2.2 Programacao por Metas de Chebyshev (PMC)

O modelo de Programacdo por Metas de Chebyshev (PMC), também conhecido como
Programacao por Metas Minmax (PM Minmax ), € uma abordagem especifica da Programacio
por Metas introduzida pela primeira vez em 1976 por Flavell [6]. O qual visa a minimizacio de
um limitante superior A para os desvios.

Considerando uma relag@o continua entre o desvio do alvo e seu peso associado, essa metodolo-
gia fornece uma solugdo equilibrada para o atendimento das diferentes metas. Assim, o propdsito
desse método € minimizar o pior desvio (o desvio maximo) dos alvos expressos [14].
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A formulagéo algébrica da PMC com Q metas definidas e A > 0 como sendo o limitante superior
sobre os desvios é dada por:

Minimizar A

Sujeitoa  f(x)+d; —d" =y;  para i=1,---,0

d- <A para i=1,---,0
(2.5)
df <A para i=1,---,0
xeF
A>0
di_7di+20, para i=1,---,0

no qual as varidveis e parametros sao definidos de forma similar aos apresentados no modelo
PMP (2.4). Valores de A préximos a zero indicam que as metas definidas foram alcangadas de
maneira balanceada [14].

2.3 Programacao por Metas Estendida (PME)

O modelo de PME foi introduzido por Romero (2001) e nesta classificacdo de PM objetiva-
se uma andlise paramétrica entre eficiéncia e equilibrio de alcance dos valores alvo das metas
[8,14,15].

Existem formas lexicograficas e ndo-lexicograficas do modelo, as quais usam a presenca e
auséncia de ordenacdo lexicografica de objetivos, respectivamente [8]. Neste artigo estd sendo
priorizado a aproximacio por meio de uma curva aos dados reais fornecidos em vez de priorizar
os objetivos, desta maneira a forma ndo lexicografica € usada. A formulacdo algébrica da PME ¢

dada por:
0 4 .d+
Minimizar oA+ ( Z v|, |
i=1 Vi
Sujeito a fx)+d; —d =y para i=1,---,0
dl 7}1, Para l 17 7Q (26)
dr <A para i=1,---,0
xeF
A>0
d;.dt >0, para i=1,---,0
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no qual as varidveis e pardmetros sdo definidos de forma similar aos apresentados do modelo
PMP (24)e a € [0,1]: se o« =0 ou & = 1, temos a PMP ou PMC, respectivamente.

2.4 Escolha dos pesos

Jones e Tamiz (2010) descrevem um procedimento para escolha dos pesos envolvidos no pro-
cesso de otimizacdo para os métodos PMP, PMC e PME. De acordo com esses autores, todos os
pesos devem ser nao negativos e somente 0s pesos associados aos desvios nao requeridos devem
ser positivos. Os autores afirmam ainda que os pesos devem ser escolhidos pelo TD, mas quando
este ndo estiver confiante quanto a esta escolha, pode-se utilizar alguma estratégia para auxilio
nesta decisdo, destacando-se que a interacdo desta estratégia com o TD é muito importante.

De acordo com [9], a citada intera¢do pode ser realizada utilizando uma estratégia de mudancgas
no conjunto de pesos, ou parte deles, e reportar os resultados dos desvios das metas ao TD. Este
processo necessita de um conjunto inicial de valores para os pesos, o qual pode ser obtido por
valores estimados pelo TD, por valores iguais para todos os pesos ou por valores obtidos por um
processo analitico de hierarquia, em que o TD estabelece uma ordem de importincia para cada
meta. A partir do conjunto inicial, € feita uma explora¢do no espaco dos pesos associados aos
desvios ndo desejados. Para obter a mesma magnitude, em geral utiliza-se valores para os pesos
cuja soma sejaigual a 1. Jones e Tamiz (2010) propuseram uma heuristica para guiar a exploragao
do espago de pesos, objetivando analisar caracteristicas que favorecam a reducdo dos desvios e
separaracdo de um conjunto contendo valores para os pesos que gerem diferentes solu¢des para o
modelo de PM, isto permite que o TD possa escolher a que for mais conveniente ao seu interesse
ou ao critério estabelecido por este.

Os problemas cldssicos modelados utilizando PM, que em geral sdo problemas de otimizacio
multiobjetivo, envolvem um niimero pequeno de metas (em geral até 5 metas). Este nimero re-
duzido de metas facilita a exploragdo do espaco de pesos e, portanto, viabiliza o uso da heuristica
proposta por Jones e Tamiz (2010). Mas a exploracdo do espaco de pesos, no presente problema,
¢ dificultado devido a quantidade destes.

Desta forma, propde-se um critério para escolha de pesos apropriados ao ajuste desejado. Neste
critério, ¢ dado um conjunto inicial de valores para os pesos e posteriormente resolve-se o
modelo de PM desejado. O TD observa os desvios gerados e toma decisdes no sentido de mudar
o conjunto de valores dos pesos convenientes, de modo que sejam dados valores maiores aos
pesos associados aos maiores desvios, 0s quais sdo os mais indesejaveis. Resolve-se o modelo
de PM com este novo conjunto de pesos e repete-se este processo até obter valores de pesos
aprovados pelo TD, baseado em alguma métrica para o erro.

3 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Os modelos apresentados foram aplicados a dados reais de decrescimento de Salmonella spp.
em carne moida suina, obtendo, assim, dados do logaritmo de unidades formadoras de colonias
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(UFC) por grama no tempo (horas) sob uma temperatura de 58 °C, estes dados estdo apresentados
na Tabela 1.

Tabela 1: Dados do decrescimento de Salmonella spp. em carne moida.

x;=Tempo(h) 0 0,08 0025 0,33 042 0,50 0,67 0,83
y;=Log UFC/lg 7,64 6,99 5,61 4,82 3,8 3,00 2,06 1,48

O ajuste da curva aos pontos da Tabela 1 foi realizado utilizando MMQ, LM e a abordagem de
PM. Estes métodos foram implementados utilizando o software Octave e considerando a fungdo
ndo linear

f(x) = ape™™. 3.1

O propésito do ajuste é determinar valores para os pardmetros ag € a; tais que f(x;) = y; para
todoi=1,---,0,emque x; € R é o tempo (horas) e y; ¢ o Log UFC/g conforme Tabela 1.

Para a implementacio do MMQ, foi utilizada a Equacdo (2.1) considerando a linearizagdo
analitica da fun¢@o f. Para o método de LM considerou-se a funcdo Isqnonlin do software Oc-
tave com precisdo maxima de 107>, para norma do vetor solucio e critério de parada de 7200
iteragdes. Os resultados destes ajustes estdo mostrados na Tabela 3.

Para a aplicacdo dos modelos de PM considerou-se Q = 8 metas a serem alcancadas, para os
alvos y; a serem atingidos, ou seja, f(x;) = y; para i = 1,--- 8. Para todos os métodos, exceto
MMQ, foi utilizado o vetor nulo como estimativa inicial dos pardmetros de ajuste dos modelos
Sli),i=1,---,8.

Para a escolha dos pesos apropriados ao ajuste da funcdo (3.1), aos dados da Tabela 1, foi uti-

lizado o critério proposto na subsecdo 2.4, de forma que a soma destes seja igual a 1, ou seja,
8

Zu,- +v; =1. O TD, o grupo de autores, utilizou a métrica |y; — f(x;)|, com i = 1,--- 8, para
i=1
estabelecer o conjunto de valores para os pesos utilizados nas PMP e PME. Os pesos, expostos

na Tabela 2, foram definidos da seguinte maneira:
—4 1 —4
e f(x;)) —yi >0, tem-se u; = 10 ev,-:éflo ,
1 —4 —4
°f(x,-)—yi<0,tem—seu,~:§—10 ev;=107"7,
A normaliza¢do nos modelos de PM foi desnecessaria, pois os dados possuem a mesma unidade

de medida, propiciando melhores ajustes. Utilizou-se A = 0 como condi¢@o inicial nos modelos
PMC e PME e os resultados obtidos foram A = 0,4191 e A = 0,4227, respectivamente.

Na PME variou-se o valor de & no intervalo ]0, 1], com espagamento Ac = 102, observando
que, a partir de o = 0,05 ndo ocorreram alteracdes significativas nos resultados alcancados.
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Tabela 2: Pesos dos modelos de PMP e PME.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
u; 0,0001 0,1249 0,1249 0,1249 0,1249 0,0001 0,0001 0,0001
vi 0,1249 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,1249 0,1249 0,1249

Neste contexto, o TD escolheu como melhor valor & = 0,05 e os valores obtidos estdo expostos
na Tabela 3.

Na Tabela 3 estdo apresentados os resultados para os pardmetros do ajuste ag € a; € para os erros
na norma do miximo e na norma da soma (norma 1), encontrados nos modelos implementados.
Nota-se que o pior ajuste foi obtido no MMQ e, baseado na norma 1, verifica-se que os modelos
de PM apresentaram resultados melhores do que os métodos de ajuste de pardmetros cldssicos.

Tabela 3: Pardmetros e erros da fungdo de ajuste para todos os modelos.

MMQ LM PMP PMC PME

aop 8,5473 88,0183  §,1273  8,0591  8,0433
ai -2,0513  -1,7770 -1,8845 -1,7596  -1,7545
Norma do Maximo 0,9073  0,4678  0,5361 0,4191  0,4227
Norma 1 2,6627 23583 23144  2,3542 23415

Na Figura 1 estdo ilustradas as curvas dos modelos descritos e, para melhor visualizacdo, estas
s@o apresentadas em tamanho ampliado na parte superior, pois ndo hé diferenga visual significa-
tiva dos ajustes encontrados. Para verificacdo da eficiéncia dos métodos € preciso fazer a andlise
dos erros encontrados.

4 DISCUSSAO DE RESULTADOS E CONCLUSAO

Para os dados experimentais utilizados no ajuste pode-se observar que os erros apresentados
pelos modelos possuem mesma ordem de grandeza. No entanto, os erros obtidos pelos trés mo-
delos baseados na metodologia de Programacdo por Metas foram menores do que os erros dos
métodos dos Minimos Quadrados e de Levenberg-Marquardt, com excessdao do PMP que encon-
trou um erro maior que o método de Levenberg-Marquardt para a norma do maximo. Os mode-
los de Programacdo por Metas ndo necessitam da linearizacdo da fun¢@o ajuste e encontraram
resultados com precisdes equivalentes ao método de LM.

Os resultados apontam que cada método de Programacgdo por Metas atingiu seu objetivo. A
PMP apresentou um erro menor que os demais modelos para a norma da soma, garantindo a
minimiza¢do da soma ponderada dos desvios e a PMC obteve o menor erro mdximo, o qual é
limitante superior para o maior desvio dos alvos propostos, dentre todos os métodos implementa-
dos. A PME encontrou valores que mostram um equilibrio entre os erros da norma 1 e da norma
do maximo, dos métodos PMP e PMC, consolidando a concatenag¢ao dos métodos descrita na li-
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T
8 .
*  Dados Reais
e  PM Chebyshev
| ——- Levenberg-Marquadt || |
4r PM Estendida 1
= = PM Ponderada
en o
O
a0
O 4r
—
2+
| | | | *
0 0,2 0,4 0.6 0,8

Tempo (h)

Figura 1: Comparacdo entre os dados reais e os modelos ajustados - Figura ampliada (parte
superior).

teratura. A metodologia de Programacio por Metas mostrou-se eficiente para as trés abordagens
utilizadas no trabalho.

Esta modelagem auxilia na resolucdo de problemas de otimizacdo e pode fazer uso da
programacao existente em softwares gratuitos como, por exemplo, LibreOffice Calc e Octave.
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ABSTRACT. The aim of this work was to compare the effectiveness of Goal Programming
models, as a nonlinear regression tool, with the classical nonlinear fitting methods. The
models were applied to experimental data of inactivation Salmonella spp. in ground pork.
The investigation of the methods’ efficiency was made by calculation of the maximum and
absolute errors.
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